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摘要 贝叶斯推理（BI）使用贝叶斯后验而逻辑贝叶斯推理（LBI）使用真值函数或隶属函数
作为推理工具。提出 LBI 主要是因为贝叶斯推理不兼容传统的贝叶斯预测，也没使用能反映
语义的逻辑概率。在新的数学框架中，统计概率和逻辑概率被严格区分并被同时使用；通过
新发现的第三种贝叶斯定理，两种概率可以相互转换；我们可以从 Shannon 信道直接导出一
组真值函数或语义信道。语义通信模型用作机器学习模型分两部分: 接收者的标签学习（也
就是语义信道匹配 Shannon 信道）；发送者的标签选择或分类（也就是 Shannon 信道匹配语
义信道）。最大语义信息(MSI)准则等价于最大似然(ML)准则，也兼容正则化最小误差平方
(RLS)准则。两种信道相互匹配就能方便地实现多标签分类——同时考虑到类别不平衡和实
例先验概率分布变化, 而不需要考虑二元关联。使用信道匹配(CM)迭代算法，就能得到不可
见实例分类和最大似然估计(属于半监督学习)。求解混合模型(属于无监督学习)则需要另一
种匹配——最小化 Shannon 互信息和语义互信息之差。两种迭代的收敛都可以通过 R(G)函
数证明——R(G)函数是信息率失真函数 R(D)的改进，G 是语义互信息，可被理解为负的正
则化的失真。文中提供了一些应用例子，包括有监督学习、半监督学习和无监督学习的例子。
理论分析和算法实践显示：逻辑贝叶斯推理比贝叶斯推理在机器学习的大多数方面有更好表
现。结尾也讨论了该框架的局限性。 
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1 引言 

贝叶斯推理即贝叶斯主义推理 (Bayesian Inference, 后面缩写为 BI)【1,2】，有人把它翻

译为“贝叶斯推断”, 或许更准确。为了中文顺口，也为了和大多数翻译一致，我们还是用

“贝叶斯推理”或 BI。BI 并不是贝叶斯提出的，而是贝叶斯学派提出的。贝叶斯本人只提

出联合概率和条件概率之间的关系【3】，我们常见的贝叶斯公式是拉普拉斯整理的【4】，至

于贝叶斯学派也是后来在和频率主义争论中形成的【5,6】。贝叶斯学派和频率学派的主要差

别是对概率的认识。频率学派认为概率——包括统计概率和预测的概率(似然度)是事件发生

的频率或频率的极限. 贝叶斯主义又分为主观贝叶斯主义和逻辑贝叶斯主义，主观贝叶斯主

义者（比如使用 BI 者）认为概率取决于主观信任度，而逻辑贝叶斯主义者认为概率是逻辑

真值或逻辑的推广【6】。大多数逻辑贝叶斯主义者(比如 Keynes 和 Carnap)使用真值函数作

为推理工具， 但是没有用到样本检验。本文主要工作就是使用样本检验和语义信息方法发

展逻辑贝叶斯主义的推理方法，并且反过来用于语义通信和统计学习。 

也不是前面有“贝叶斯”字样的方法就属于贝叶斯主义，因为“Bayes’”也翻译成定语

“贝叶斯”，比如“Bayes’ theorem”翻译成“贝叶斯定理”。很多贝叶斯方法其实是经典方法

或频率主义的方法，比如 Fisher 的似然方法【7】和 Shannnon 信息论【8】中用的贝叶斯方



 

 

法。即使用了主观概率，比如贝叶斯信念网，方法也可能还是经典的贝叶斯方法。 

Fisher 开创1的似然方法用参数 θ构造的 x(数据、实例、或证据点)的后验概率分布，即

似然函数 P(x|θ)，作为假设检验的工具。BI 的核心思想是：假设存在参数的先验概率分布—

—又叫贝叶斯先验 P(θ)；通过贝叶斯定理，从 P(θ)和预测模型(即一组似然函数)可以推导出

贝叶斯后验 P(θ|x)。在假设检验中用 P(x|θ)还是用 P(θ|x)就成了区别频率主义和贝叶斯主义

的主要标志。然而，据考察，P(θ|x)最早也是 Fisher 提出的【1】。其实在 Bayes 的文章【3】

中就有概率的两种解释：用打赌做例子时使用频率作为概率；但是讲到两个概率之和为 1 时，

又使用了逻辑互补概念。可见，两派同源。 

本文提出逻辑贝叶斯推理(Logical Bayesian Inference，缩写为 LBI)。它强调逻辑概率，

主要为了表达概念的外延或语义. LBI 表面上看是更极端的贝叶斯主义方法，但是它更加兼

容频率主义，甚至用频率主义观点解释真值函数(或隶属函数)和逻辑概率。所以 LBI 是激进

的贝叶斯主义和激进的频率主义的结合。也许这种结合正是 Bayes 和 Fisher 希望看到的。 

Shannon 采用统计概率建立经典信息论，Fisher 等人采用预测概率建立用于假设检验的

似然方法。两者都是频率派的成就。然而，似然方法用参数预测客观事件 x 发生的后验概率

P(x|θ)时不便利用先验知识；比如先验知识 P(x)改变以后，以前的预测模型即似然函数 P(x|θ)

就会失效。为了利用先验知识，也为了强调主观概率，贝叶斯学派利用和似然函数相对称的

函数 P(θ|x)或 P(θ|X)(x 是一个实例，X 是一组实例)——贝叶斯后验——作为推理工具，得到

和似然方法不同贝叶斯推理方法，最大似然估计(Maximum Likelihood Estimation， 即 MLE)

被改造成最大一个后验估计(Maximum A Posterior, 即 MAP)【9】。虽然 BI 在机器学习领域

较之似然方法有自己的优点，特别在样本较小时；然而贝叶斯推理至少存在下面几个问题： 

1) BI 声称使用逻辑概率和主观概率【5,6】，但是它实际上没有使用逻辑概率，因而也

不能表达语义。 

2) 和经典的贝叶斯预测不兼容。 

3) 先验知识 P(θ)是主观任意的；而更多的情况下，我们更需要使用客观的先验知识 P(x)。 

4) 最大后验估计和 Shannon 【8】和 Popper【10】强调的信息准则不兼容，也和 Fisher

的似然准则及流行的正则化最小误差平方(RLS)准则【11】不兼容。 

关于这四个问题下节详细解释。 

我们提出 LBI 以及基于这一推理的新的数学框架，是为了弥补似然方法和 BI 的缺陷，

改进语义通信和机器学习，特别是改进其优化——希望按统一的语义信息准则即对数标准

(normalized)似然度准则优化。它是已有数学方法的补充和修正而不是替代。这个框架的所有

部件， 比如逻辑概率， 真值函数， 统计概率， 似然函数法….都是已有的；其中大多数公

式要么是已有的， 要么是在已有公式基础上做了不多改动的。比如，在此框架中，真值函

数被带进贝叶斯公式和信息公式，从而有语义信息公式。这个框架有下面特点： 

1)严格区分并同时使用统计概率和逻辑概率。还使用两者之间的杂交——主观预测的概

率，即似然度。 

2)用真值函数 T(θj|x)或语义信道 T(θ|x)取代贝叶斯后验 P(θ|x)或 P(y|x;θ)。用第三种贝叶

斯定理(前两种分别是拉普拉斯使用的和 Shannon 使用的)建立似然函数 P(x|θj)和真值函数

T(θj|x)之间的简单联系，以及 Shannon 信道和语义信道之间的简单联系. 使得优化的真值函

数可以和转移概率函数 P(yj|x)一样，能和 P(x)一起做贝叶斯预测, 即产生似然函数 P(x|θj)。 

3)把真值函数和似然函数带进 Kullback-Leibler(KL)信息公式和 Shannon 互信息公式。

即用对数标准似然度定义语义信息，使得机器学习数学框架同等于语义通信数学框架，在推

广 Shannon 信息理论的同时改进机器学习。改进机器学习体现在几个方面： 

a)简化算法，比如简化多标签学习和分类;  

                                                        
1 至少是似然方法的继往开来者。 



 

 

b)提高算法的速度和可靠性，比如用 CM 算法求解最大似然估计； 

c)提高预测模型的适应性，比如先验知识 P(x)改变时，真值函数作为预测模型仍然适用。 

4)统一优化准则。用语义信息作为优化机器学习的准则，它等价于最大似然准则，也等

价于最小平均相对误差加 log(逻辑概率)准则，从而兼容 RLS 准则。 

此外，这一框架把样本序列转换为样本分布——以便用交叉熵和交叉信息评价假设检验，

使得方法更加适合样本较大场合。因为这一数学框架用真值函数(条件逻辑概率)表示概念外

延即语义，LBI 也可以说是语义贝叶斯推理。这个框架并不能排斥已有的很多数学方法，相

反，它试图用真值函数(反映语义)和语义信息准则把已有的很多数学方法结合在一起。这一

数学框架还和已有的许多重要思想兼容，比如和贝叶斯，Fisher， Popper,  Shannon， Zadeh，

Wittgenstein，Tarski，and Davidson 等人的基本思想兼容。 

本研究基于作者 20 年前的语义信息论研究【12-14】和最近几年将语义信息论应用到

机器学习的研究【15-18】。交叉熵是其中重要工具。虽然交叉熵方法是最近 20 年才流行的

【19】， 但是作者在 20 年前就提出交叉熵(当时称之为广义熵)，还提出交互交叉熵(用来定

义语义互信息)【20】，并推广 Shannon 信息率失真函数 R(D)【8】到 R(G)函数(R 是

Shannon 互信息，G 是语义互信息或平均 log(标准似然度)【12-14】)。R(G)函数就是两种

信息或两种信道的相互匹配函数。让语义信道和 Shannon 信道相互匹配，可以得到一种新

的迭代算法，即信道的匹配(CM)算法， 它可以用于最大似然估计【16】(包括不可见实例

分类)和混合模型【15】。 通过 R(G)函数可以严格证明迭代收敛。CM 算法和流行的 EM 算

法【21，22】和 VBEM 算法【23】相比，收敛更快，收敛证明更严格【24】。 

本文后面部分组织如下：第二节讨论从贝叶斯定理到似然方法(LM)到贝 BI 的转变，以

及为什么需要 LBI 。第三节介绍数学基础，包括逻辑概率和统计概率区别和联系、第三种

贝叶斯定理、以及从 Shannon 信道到语义信道的转换。第四节介绍语义信息方法，逻辑贝叶

斯推理(即标签学习)、语义信息方法和贝叶斯推理比较以及和 RLS 准则的兼容性。第五节讨

论多标签分类(难题之一)和信源 P(x)可变时的二分类、以及假设(或标签)的置信水平和确证

度。第 6 节介绍 CM 迭代算法用于 Shannon 信道可变时的最大互信息和最大似然估计——

包括不可见实例分类(难题之二)和混合模型(难题之三)，包括用 R(G)函数严格证明两种迭代

收敛. 最后是总结。 

2 似然方法→贝叶斯推理→逻辑贝叶斯推理 

2.1	转移概率函数、似然方法及先验问题	

 我们先定义： 

 x: 一个数据点或实例，可能的取值是 x1, x2, …, xm∈U。大写 X 表示取值为 x 的随

机变量。 

 y: 一个假设或标签，可能的取值是 y1, y2, …, yn∈V. 大写 Y 表示随机变量。 

 θ: 预测数据点分布的模型或模型参数。假设它是离散的，相应每个 yj，θ取值

θj。 

 X: 一组实例 x(1), x(2), …, x(N)∈U, 构成一个同标签样本。假设这些实例来自 N

个独立同分布随机变量(即 IID 假设)。 

 D：一组样例构成的一个带有不同标签的样本{(x(t), y(t))}，t=1 to N。由 D 可以得

到 N 个不同的条件下的样本 Xj；如果样本很大，从 D 可以得到联合概率分布



 

 

P(x,y)；从 Xj可以得到条件样本分布 P(x|yj)或 P(x|j)(标签未定时). 本方法严格区分

给定和没给定的标签和模型，所以使用下表较多。 

我们希望通过过去的样本和新的标签得到新的概率预测，以便决策。Shannon 信道就是

很好的概率预测工具。Shannon 信道是一个转移概率矩阵 P(y|x)， 其中 y=yj 的一行 P(yj|x)被

称为转移概率函数。根据 x 的先验 P(x)和 P(yj|x)，通过贝叶斯公式，可以得到 x 的后验概率

分布。即使 P(x)变为 P’(x), 转移概率函数还是可以用来做概率预测得到 P’(x|yj):  

'( | ) ( | ) '( ) / ( | ) '( )j j j i i
i

P x y P y x P x P y x P x     (2.1) 

然而，如果样本不很大，我们得不到连续的转移概率函数，也得不到连续的后验分布. 

于是就有了似然方法(Likelihood Method, 简写为 LM)。 

Fisher 用 L(θ|x)表示似然函数，也许他本想得到的就是用参数构造的转移概率函数， 但

是实际上，他和后来人用的似然函数都是 P(x|θ)或 P(x|θj)；用 L(θ|x)显得多此一举。 

因为和 BI 比，LM 中模型参数是一个值，而不是一个分布，为了有所区别，我们用 θj

表示似然函数中的模型参数：P(x|θj). 给定一个样本 Xj，且在 IID 假设下，θj 的似然度为： 

1

( | ) ( (1), (2),..., ( )| ) ( ( ) | )
N

j j j j
t

P P x x x N P x t  


 X    (2.2) 

我们把样本写成概率分布(或频率)的形式，则 P(xi|yj)=Ni/Nj 表示样本 Xj 有 Ni 个 xi。那

么 logP(Xj|θj)就可以用负的交叉熵表示： 

log ( | ) log ( | ) ( | ) log ( | )= - ( | )iN
j j i j j i j i j j j

ii

P P x N P x y P x N H x     X (2.3) 

假设有 N 个不同条件下的样本 Xj, 其条件概率分布是 P(x|j)(标签未定), j=1,2,…,N。对

于每个条件样本，都可以找到一个优化的模型参数得到最大似然估计(MLE)： 

*= arg max ( | ) arg max ( | ) log ( | )
j

j j j i i j
i

P P x j P x


   X    (2.4) 

它等价于最小相对熵估计【25, 26】： 

 | |

( | )
*= arg min ( || ) arg min ( | ) log

( | )j
jj

i
j x j x i

i i j

P x j
H P P P x j

P x 



    (2.5) 

当 P(x|θj*)=P(x|j)时，相对熵等于 0，模型最优。如相应 θj*的标签是 yj, 则 P(x|yj)=P(x|j)。 

上面求 θj* 就是训练预测模型. 使用模型就是发送信息。 

1) 根据似然函数提供概率预测，比如得到消息 y=yj 时，预测 x 在一定范围内的可能

性。比如，我们提供预测：“x 以 x0为中心误差不超过 d 的可能性是 90%”。如果

P(x| θj*)是有偏分布，我们可能要提供不同方向上的误差上限。比如，金融风险控

制的 VaR(Value at Risk)指标就是根据资本变化的下限提供预测，比如:“最近一周

在亏损不超过 100 万(或 5%)的可能性是 95%” 

2) 另一种方式是给定 x=xi或 P(x|j)时，我们选择一个假设或标签 yj 发送出去。比如，

给定 xi 时, 我们看 P(xi| θ1), P(xi| θ2),…哪个大，第 j 个大就选择 yj发送. 如果给定一

个分布 P(x|j), 我们看哪个 θj 导致的相对熵 H(Px|j||Px|θj)小, 选择导致相对熵最小的

yj 发送。 

更复杂的应用是 x 不可见时，我们根据观察条件划分样本。我们不但要优化似然函

数，还要优化观察条件空间的划分。后面讨论 Shannon 信道可变的最大似然估计时谈及。 

频率学派还提供了置信区间和置信水平分析。上面给定区间的概率预测基于似然函数

P(x|θj)，而置信区间和置信水平反映 Shannon 信道特性(噪声少则置信水平高)，和信源无



 

 

关。详见 5.3 节。 

似然方法的主要缺陷是不能利用先验知识 P(x), P(y)或 P(θ)，不适合 P(x)变化的场合，

不能像转移概率函数那样，在 P(x)变化后还能做贝叶斯预测。  

比如对于医学检验，从普通人检验数据得到的似然函数可以用来预测有病的概率，但

是应用到高危人群就会失效。GPS 类似。我们在大操场上测试车载 GPS 的误差，指示位置

是 yj 而实际位置是 x. 这样可以得到正态分布似然函数 P(x|θj). 用这样的似然函数预测小车

的位置，在附近操场上或草原上是没有问题的，但是小车开到高速公路上时，实际位置 x

相对指示的位置 y 就不再是正态分布了(参看后面图 2)。这是因为小车的先验概率分布 P(x)

和道路有关。而似然方法没有考虑到路况或先验知识 P(x)的变化.  

贝叶斯推理声称考虑先验知识， 但是它考虑的不是 x 而是 θ的先验分布 P(θ)。 

2.2贝叶斯推理及其问题	

BI 把模型或参数 θ的先验分布 P(θ)带进贝叶斯公式得到【2】 

( | ) ( )
( | ) ,   ( ) ( | ) ( )

( ) j j
j

P P
P P P P

P 


    X
X X X

X
   (2.6) 

这里 Pθ(X)不是 X 的先验知识，而是归一化常数，和 P(θ)相关。假设一个先验分布 P(θ)，

加上一组似然函数就可以求出 θ的后验分布。优化预测模型就是, 求使 P(θ|X)达最大的

θ=θj*, 这时最大似然估计变为最大后验估计(MAP)： 

*=arg max ( | ) arg max[ ( | ) log ( | ) log ( )]
j j

j j i i j j
i

P P x j P x P
 

    X   (2.7) 

其中或略了 Pθ(X)，这时因为 Pθ(X)对不同的 θj 是相同的。容易看出:  

1) 如果忽略 P(θ)或者 P(θ)是等概率分布的时候，它等价于 MLE;  

2) 当样本继续增加的时候，logP(θ)占的比例越来越小，MAP 就越来越接近 MLE. 

最大似然方法提供 yj 的置信水平(正例比例)和置信区间，比如 yj 在不超过 90%的情况

下来自某些 x，这些 x 相对 xj 误差不超过多少。类似地，BI 可以提供 θ的后验的置信区间

及置信水平【27】，不过这个置信区间和置信水平依赖主观的 P(θ)(后面再议)。 

另外，BI 用下面公式预测给定任意样本 X 时的 x 的概率分布【2】： 

( | ) ( | ) ( | )j j
j

P x P x P   X X     (2.8) 

和预测的 x 的先验概率分布 

( ) ( | ) ( )j j
j

P x P x P         (2.9) 

这里的 Pθ(x|X)和 Pθ(x)都取决于 P(θ)，带有很大主观性，和真实的 x 的先验 P(x)或 P(x|X)，

比如来自大样本的 P(x)或 P(x|D)，可能相差很远。有人还使用超参数α, 即用 P(θ|α)代替

P(θ)【2】。但是，每个地方都加α和每个地方都不加是一样的。我们也可以假定，P(θ)已经

包含了α的信息，如果没有任何限制，P(θ)就是等概率的。 

还有一种贝叶斯后验是 Y 的贝叶斯后验： 

( | ) ( )
( | , ) ,   ( ) ( | ) ( )

( ) j j
j

P P Y
P Y P P P y

P 


  X
X X X

X
   (2.10) 

这两种后验通常不被区分，但是实际上是不同的。主要是因为 P(Y)是标签空间上的概

率分布，可能是客观的。如果可选标签有 n 种，那么概率 P(y1), P(y2)…就有 n 个。而 P(θ)



 

 

是参数空间上的概率分布，参数空间的点可能有 n2 个甚至更多。机器学习比如分类中，Y

的贝叶斯后验更加常见。哲学界在使用 BI 时，常用 P(H)做贝叶斯先验，即本文的 P(Y)，

而不用 P(θ). 

Y 的贝叶斯后验容易理解， 因为如果 x 可变，它就是转移概率函数 P(yj|x)或 Shannon

信道的带参数形式。而 θ的贝叶斯后验只有在相应参数空间每个点 θ有一个相应 Y的时候

才好理解；否则不好理解。 

下面我们分析贝叶斯推理存在的问题。 

1） 关于逻辑概率 

用不用逻辑概率或真值函数关系到能不能表达概念的外延或语义。贝叶斯主义声称贝

叶斯概率是逻辑概率，然而实际上 BI 中并没有使用逻辑概率。理由是：BI 使用的 P(θ)和

P(θ|X)都是归一化的，而逻辑概率不是归一化的。考虑天气预报“明天无雨”，“明天有雨”， 

“明天有小雨”， “明天有小到中雨”，...的逻辑概率，它们之和大于 1 而不是等于 1。条件

逻辑概率就是真值函数或隶属函数，取值于[0,1]，它反映假设或标签的语义，更不是归一

化的。而 Bayesian Inference 并没有使用真值函数，因而也不能解决语义问题。模糊数学使

用的隶属函数可以当作真值函数，从而反映语义。所以，我们需要一种推理，能从样本分

布得到隶属函数或真值函数。 

看来 BI 比频率主义更关注频率问题。从介绍的 BI 的书籍所举例子看，所有过硬的例

子中，先验概率分布 P(θ)都是关于频率发生器的频率，比如不同骰子的可能性分布，机器

编号上限的可能性分布【27】。所以，BI 擅长的是频率问题，而不是逻辑分类问题或预测

问题. 模糊预测也可以看作提供模糊类别，也是逻辑分类问题。用 BI 解决分类问题也要求

不同类别相互排斥，而事实上大多数情况下，类别有很多，不同类别之间存在蕴含关系或

交集。这时候用 BI 解决问题就非常困难。这也是为什么用贝叶斯推理解决二类别分类比较

成功，而解决多类别分类比较困难。 

2） 关于贝叶斯预测 

首先，从 BI 得到的 Pθ(x)依赖于 θ。而当样本 D 很大时，预测的 x 的分布应该等于从大

样本统计得到的概率分布 P(x)，而 Pθ(x)不能保证。第二，用经典贝叶斯方法，当先验分布

P(x)变为 P’(x)时，用经典贝叶斯方法，我们仍然可以从转移概率函数 P(yj|x)得到后验分布

P’(x|yj). 但是使用 BI，我们并不能得到类似于转移概率函数的函数，也得不到接近 P’(x|yj)的

概率预测 P’(x|θj)。 

所以，为了兼容传统的贝叶斯预测，我们需要一种带参数的转移概率函数做贝叶斯预测，

使得预测结果接近经典贝叶斯方法得到的结果. 

3） 关于先验知识 

在 BI 中，先验分布 P(θ)是主观的。而人类使用的先验知识通常是 P(x)，它是比较客观

的，和参数无关。BI 使用了 θ的先验 P(θ)和似然函数 P(x|θ), 得到的 Pθ(x)也是主观的。 而

我们需要客观的先验知识。比如，HIV 检验中，要预测阳性者带有 HIV 的概率，我需要知

道基础概率 P(x), 以及对于不同人群基础概率的变化。使用 GPS 时，为了能根据 GPS 箭头

预测小车实际位置，我们需要知道标注了各种道路和建筑物的地图，其中包含了先验知识

P(x)。 

4） 关于优化准则 

在 BI 中，先验概率 P(θj)大的 yj 容易被选择，这不符合信息准则。因为按照信息准则，

先验逻辑概率越小，如果经得起检验，信息量越大，如 Popper 所说【10】；按 Shannon 信息

论类似，yj 先验概率越小, 对信息贡献越大。所以我们需要考虑先验逻辑概率大和信息量小

之间的矛盾。 

后面我们还会讲到 BI 推理的其他问题。 



 

 

和似然方法比， BI 也有一些优点， 比如： 

1)它考虑先验知识，如果 P(θ)是根据 P(x)产生的(比如对于医学检验和 GPS)，那么

P(θ)也包含关于 x 的信息，在样本较小时有优势。 

2)它便于把现在的后验 P(θ|X)变成下一步的先验 P(θ)，使得上一步的样本信息积累在

下一步的先验中。 

3)P(θ|X)在 θ空间的分布范围随样本尺寸增大而缩小，当样本很大时，它就逐渐收缩到

一点，这一点就是由 MAP 或 MLE 得到的 θj*. 所以，BI 将模型学习、模型优化和判决融

为一体了, 比较直观。后面讨论分类问题时将说明，这是优点也是缺点。 

2.3	从两个简单例子看为什么需要逻辑贝叶斯推理	

例 1 对于 HIV 病毒检验，y1=阳性+，y0=阴性-；x1=有 HIV，x0=没有 HIV。对于普通

人群，先验概率 P(x1)=0.002. 检验呈阳性的人，后验概率是 P(x1|y1)=0.5. 现在测试人群变

为很多不同人群, 其中之一是男性同性恋者人群，P’(x1)=0.1。请问：1)P’(x1)=0.1 时，显示

阳性的人带 HIV 的概率是多少？2)能不能得到一个预测模型用于不同人群？ 

用似然方法，由普通人群检验数据，我们得到 P(x1|θ1)=0.5. 但是换成高危人群，先验

分布 P(x)变了，以前得到的似然函数 P(x1|θ1)=0.5 就失效了。所以似然方法不能利用新的先

验知识，用来解决这个问题无效。.  

如果用 BI，也看不出有什么办法。即使假设 P(y1)=P’(x1)=0.1, 还是不行；需要补充

P(x1|θ0)才能得到贝叶斯后验。 

然而，用 LBI 可以很容易解决这个问题。用经典的贝叶斯公式也能解决，但是要经过

一番推导(不赘)。推导结果和 LBI 的结果相同(见 5.4 节)。 

 例 2  x 表示不同年龄，y1=“成年人”，我们从一个群体得到的先验分布 P(x)和后验分

布 P(x|y1). 现在换一个群体，y1 使用规则不变，先验分布变为 P’(x).  

1)假设“成年人”表示年满 x*岁(未知)，标签都是真的，求“成年人”的外延和适应

不同 P’(x)的预测模型。 

2)求新的后验分布 P’(x|y1是真的)。 

 这个例子对于似然方法和贝叶斯推理同样是难题。 

 

图 1 求 y1=“成年人”的外延和后验分布 P’(x|y1 is true). 

Figure 1 Solving the denotation of y1=”x is adult” and P’(x|y1 is true). 

 



 

 

 如果画出 P(x|y1)的分布图，人眼看过后，人脑想一下就知道，可以首先求出“成年

人”外延(即 y1 的真值函数)，外延就是适合不同 P’(x)的预测模型。然后把外延内的 P’(x)归

一化就得到： 

*
1
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0                          *.
x x

P x P x x x
P x y

x x
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，
    (2.11) 

然而， 到目前为止，已有的数学方法中，还没有简单的求概念外延的方法。如果“成

年人”不是按法定年龄说的，而是来自自然语言，即成年人的集合是模糊的，又怎么解决

呢？这就是 LBI 首先要解决的问题。 

3 新框架基础：两种概率和三种贝叶斯定理 

3.1	区分并同时使用统计概率和逻辑概率	

首先澄清下面几种概率和相关概念： 

 统计概率——即通常说的概率，是频率的极限，是客观的。 

 逻辑概率——假设为真的概率；给定实例的条件逻辑概率就是假设的真值。 

 可能性，似然度——主观预测的概率。 

 信任度(degree of belief)——贝叶斯主义者称贝叶斯概率就是信任度；虽然有的贝

叶斯主义者(比如 Jaynese)认为它是逻辑概率【3】，但是 BI 实际用的 P(θ)是主观预

测的频率。信任度还有一种用法和下面确证度相关。 

 确证度(confirmation measure)或可信度——归纳支持程度【17,28】。因为归纳支持

程度可能是负的(证据支持其否定)，确证度在-1 和 1 之间。所以这种用法已经超

出概率范围了。 

 置信水平(confidence level)【29】——就是一个假设的正例所占所有例子(正例加

反例)的比例， 也在 0 和 1 之间变化。它和确证度类似，不具有概率性质。 

综上所述， 概率包括统计概率、逻辑概率和主观预测的概率。笔者认为这三种概率同

时存在，不需要各执一端。而主观预测的概率可以看成统计概率和逻辑概率的杂交， 所以

基本的概率是两种：统计概率和逻辑概率。 

一个假设或标签有两种概率，一是它被选择的概率——统计概率，二是它被判定为真

的概率——逻辑概率。两者通常是不同的。 比如， 考虑 “明天有小雨”和“明天有小到

大雨”… 后者逻辑概率较大， 而被选择概率较小。考虑“他是老年人”和“他不是老年

人”，后者逻辑概率大于前者，但是它被选择的概率小于前者。一个永真句“他可能是也可

能不是老年人”，其逻辑概率更大，是 1， 而选择概率接近 0. 

标签被选择的概率是归一化的，即所有标签被选择的概率相加等于 1，而标签的逻辑

概率不是归一化的。比如前面提到的天气预报语句。再比如，考虑描述人的年龄的标签：

“小孩”、“年轻人”、“中年人”、“成年人”、“老年人”… 它们的被选择的概率之和为 1，

但是逻辑概率之和远大于 1. 原因在于，一个年龄可能使几个标签为真。 比如, 年龄是 25

岁，标签“年轻人”、“成年人”、“非老年人”…都是真的。 

时钟指针可以看作是时间的标签，共有 S=12*60*60 种标签，一种标签出现的统计概

率是 1/S。 设指针偏差不超过 1 分钟算是正确的，那么一个指针位置的逻辑概率就是

2*60/S, 是相应的统计概率的 120 倍。GPS 指针，温度表，秤…的指针或读数是类似的，



 

 

逻辑概率远大于统计概率。如果指针的真假在 0 和 1 之间，结论类似。后面谈及。 

数学家和哲学家都定义过概率的公理系统【30,31】，这些系统都采用归一化的概率，也

没有同时兼用两种概率，于是导致频率学派和贝叶斯学派之争。Zadeh 定义的模糊集合的隶

属函数【32】可以用作真值函数，表达自然语言的语义；他定义的模糊事件的概率【33】可

以用做逻辑概率。但是所定义的隶属函数和模糊事件的概率却没有和统计概率有机地结合在

一起。下面我们定义并存且相关的两种概率， 并通过第三种贝叶斯定理把统计概率和隶属

函数(反映概念外延)联系起来，使得转移概率函数和隶属函数可以相互转换。 

定义 2.1 设论域 U 中有元素 x1, x2, …, xm; X 取值于 U 中某个元素 x 的随机变量(按照信

息论习惯，随机变量用大写字母)，即 X∈U={x1, x2, …, xm}. 再设论域 V 中有元素 y1, y2, …, 

yn; Y 是取值于 V 中某个元素 y 的随机变量，即 Y∈V={y1, y2, …, yn}. 对于每个假设 yj, 存在

一个集合 Aj∈2U, yj=“X∈Aj”. 

定义 2.2 我们用等号“=”表示的随机事件的统计概率(简称概率)——比如 P(X=xi)—

—是统计概率，后面简写为 P(xi); 如果 X 的值没有给定，我们用 P(x)或 P(X)表示 P(X=x). 同

样地，我们用 P(y)或 P(Y)表示 P(Y=y). 我们再用属于符号“∈”表示随机事件的逻辑概率。

比如 P(X∈Aj)是逻辑概率。 

我们把 P(X∈Aj)称之为逻辑概率，是因为根据 Tarski 的真理论【34】，P(X∈Aj)=P(“X∈

Aj”是真的)=P(yj 是真的). 于是，一个假设 yj有两种概率: 统计概率 P(yj)，即 yj 被选择的概

率，和逻辑概率 P(yj是真的). 为了更清楚区分两者，后面我们用 T(Aj)或 T(yj)表示 yj 的逻辑

概率，即 

T(Aj)=T(yj)= P(yj 是真的)= P(X∈Aj)      (3.1) 

以 x 为条件的 yj 的逻辑概率就是集合 Aj 的特征函数或 yj 的真值函数，记为 T(Aj|x)， 于是 

( ) ( ) ( | )j i j i
i

T A P x T A x       (3.2) 

根据 Davidson 的真值条件语义学【35】，上述真值函数确定了假设 yj 的语义.  

统计概率分布——比如 P(y)和 P(y|xi)——是归一化的, 即 

 P(y1)+P(y2)+…+P(yn)=1，P(y1|xi)+P(y2|xi)+…+P(yn|xi)=1   (3.3) 

而逻辑概率不是归一化的，比如在{A1, A2, …, An}是 U 的一个覆盖的情况下， 

T(A1)+T(A2)+…+T(An)≥1       (3.4) 

只有在{A1, A2, …, An}是 U 的划分并且 y 总是被正确地使用的情况下，两种概率才相等.  

注意：P(yj|x)和 P(y|xi)不同，P(yj|x) (yj不变而 x 变)是构成 Shannon 信道的转移概率函

数，可用作贝叶斯预测，产生 x 的后验概率分布 P(x|yj). 它也不是归一化的，即一般情况

下 

P(yj|x1)+P(yj|x2)+…+P(yj|xm)≠1      (3.5) 

后面用 θj 表示相应 yj 的模糊集合(包括清晰集合)，则相应的逻辑概率是 T( θj). 逻辑概

率分布——即后面的 T(θ)——虽然很像流行的贝叶斯推理中的 P(θ)， 但是，T(θ)既不是横

向归一化的也不是纵向归一化的，它本身就是归一化系数。真值函数或隶属函数 T(θj|x)的最

大值是 1。可以说它是纵向归一化的. 即： 

max(T(θj|x1), T(θj|x2), …, T(θj|xm))=maxT(θj|X)=1                  (3.6) 

这一重要性质将给求解真值函数带来方便.  

3.2	三种贝叶斯定理	

第一种贝叶斯定理是关于两个逻辑概率和条件逻辑概率之间关系的定理。相应公式形式

是拉普拉斯根据贝叶斯思想整理出来的【4】。 



 

 

贝叶斯定理 1：设集合 A, B∈2U，B’是 B 的补集. T(A)=P(x∈A), T(B)等同理. 则： 

T(B|A)=T(A|B)T(B)/T(A), T(A)= T(A|B)T(B)+ T(A|B’)T(B’)     (3.7) 

类似地， 也可对称地求出 T(A|B)。如果{B1, B2, …，BK}构成 U 的一个划分，则 

1

( )= ( | ) ( )
K

k k
k

T A T A B T B

         (3.8) 

第二种贝叶斯定理是 Shannon 使用的关于两个统计概率之间关系的定理。 

贝叶斯定理 2：设事件是 X=x 和 Y=yj. P(x)=P(X=x)，P(yj)=P(Y=yj). 则 

 ( | ) ( ) ( | ) / ( ),  ( ) ( ) ( | )j j j j i j i
i

P x y P x P y x P y P y P x P y x    (3.9) 

类似地，也可以对称地求出 P(yj|x).  

之所以说上面两个定理是不同定理， 是因为贝叶斯定理 1 中随机变量和论域只有一个，

而贝叶斯定理 2 中随机变量和论域都是两个。贝叶斯定理 3 是笔者提出的，是关于一个统计

概率和一个逻辑概率之间关系的定理； 随机变量是一个， 概率有三种：统计概率、 逻辑

和两者的杂交——预测的概率或似然度. 

贝叶斯定理 3：设两个事件是 X=x 和 P(x∈A)，P(x)=P(X=x), T(Aj)=P(x∈Aj), 则 

( | ) ( ) ( | ) / ( )  ( ) ( ) ( | )j j j j i j i
i

P x A P x T A x T A T A P x T A x ，    (3.10) 

( | )= ( ) ( | ) / ( ),  ( ) 1/ max[ ( | ) / ( )]j j j j jT A x T A P x A P x T A P x A P x   (3.11) 

这个定理包含的两个公式是不对称的， 所以两个都要写出来。解释：(3.10)中 P(x|Aj)是

似然函数；T(Aj)是 P(x|Aj)的横向归一化系数. 而在(3.11)中，T(Aj)是 T(Aj|x)的纵向归一化系

数，它使 T(Aj|x)的最大值等于 1。max[ ]表示其中函数最大值。 (3.11)就是求概念外延公式

(参看 2.3 节中例 2 和图 1)， 不过它还考虑到模糊概念.  

如果仿照贝叶斯定理 1 和 2， (3.11)中应有 

( )= ( ) ( | )j j
j

P x T A P x A       (3.12) 

然而，逻辑概率不是归一化的，用上式求出的 P(x)也不会是归一化的. 所以上式是不成

立的！ 两个公式是不对称的，这是因为 P(x|Aj)是横向归一化的， 而 T(Aj|x)是纵向归一化的.  

贝叶斯定理 3 证明：设联合概率 P(X=x，x∈Aj)，则 

P(X=x, x∈Aj)= P(X=x| x∈Aj)P(x∈Aj)= P(x|Aj)T(Aj)         

P(X=x, x∈Aj )=P(x∈Aj | X=x)P(X=x)= T(Aj|x)P(x) 

于是有 

( | ) ( ) ( | ) / ( )  ( |x) ( ) ( | ) / ( )j j j j j jP x A P x T A x T A T A T A P x A P x ，  

因为 P(x|Aj)是横向归一化的，所以 T(Aj)=∑i P(xi) T(Aj|xi). 因为 T(Aj|x)是纵向归一化的，把

(3.6)代入上式，可以得到 

1= max[T(Aj)P(x|Aj)/P(x)]= T(Aj)max[P(x|Aj)/P(x)] 

所以 T(Aj)=1/max[P(x|Aj)/P(x)]。证毕.  

贝叶斯定理 3 的第二个公式也可以直接写成： 

 ( | )=[ ( | ) / ( )] / max[ ( | ) / ( )]j j jT A x P x A P x P x A P x     (3.13) 

这就是通过 x 的先验和后验求概念外延、真值函数或隶属函数的公式。贝叶斯定理 3 就可以

用来求解 2.3 节中的两个例子。 



 

 

信息论中习惯用大写表示随机变量，下面的概率和熵中，我们用 X 取代 x, 用 Y 取代 y.

图 2 直观显示了 T(Aj|X)，P(X|Aj)和 P(X)三者之间的关系.  

 

 
图 2 贝叶斯定理 3中 T(Aj|X)，P(X|Aj)和 P(X)之间的关系 

Figure 2 Relationships between T(Aj|X)，P(X|Aj) and P(X) in Bayes’ Theorem 3 

 

我们可以这样产生概率分布等于 P(X|Aj)的样本：按 P(X)产生一个样本，如果一个样本

点落在 Aj 中就保留；保留的样本点在 U 上的概率分布就是 P(X|Aj). 如果样本足够大, 由

P(X|Aj)和 P(X)就可以求出 Aj 的真值函数.  

我们假设一个模糊集合 θj 的隶属函数 T(θj|X)是用参数构造的，也像 P(yj|X)一样，可以用

于概率预测，于是 θj 同时也是一个预测模型或模型参数(矢量). 我们再用 θ 表示 θ1 , θ2, …, 

θn 中任何一个。我们也可以认为 θ是一个预测模型，θ1 , θ2, …, θn 是相应的子模型。我们再

令 yj=“X 在 θj 中”，用 yj(X)表示一个谓词, 其真值函数就是 x 在 θj 上的隶属函数. 对比流行

的似然方法，这里的 P(X|θj)等价于流行的似然方法中的 P(X|yj, θ). 用来检验 yj 的样本也是一

个子样本 Xj，或条件样本，其概率分布就是 P(X|yj). 这些改变将使新的似然方法(即语义信

息方法)更加灵活，更加兼容 Shannon 信息论.  

贝叶斯定理 3 推广到集合模糊的场合就是 

( | ) ( ) ( | ) / ( ) ( ) ( ) ( | )j j j j i j i
i

P X P X T X T T P x T x     ，    (3.14) 

( | )=[ ( | ) / ( )] / max[ ( | ) / ( )]j j jT X P X P X P X P X      (3.15) 

证明同样，不赘。 

这里 T(θj|X)类似于带参数的 Y 的后验 P(yj|X;θ)，差别是 T(θj|X)是纵向归一化的。 

3.3	从 Shannon	信道到语义信道——大样本非参数逻辑贝叶斯推理	

逻辑贝叶斯推理(LBI)就是从样本或统计概率分布得到真值函数，或者说从 Shannon 信

道得到语义信道。本节讨论大样本时的 LBI，第 3 节讨论样本不大时，用参数构造真值函数

的 LBI。 



 

 

Shannon 信息论【8】中称 P(X)为信源，称 P(Y)为信宿， 称下面转移概率矩阵为信道： 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( | ) ( | ) ... ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ... ( | ) ( | )
( | )
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   
    
   
   
   

  (3.16) 

其中双向箭头表示等价. Shannon称其中一行P(yj|X)为转移概率函数(yj不变X变). 所以，

一组转移概率函数构成一个 Shannon 信道.  

转移概率函数有一个重要性质：在信源 P(X)变为 P’(X)后，我们可以用它和 P’(X)做贝叶

斯预测, 得到 X 的后验概率分布 P’(X|yj); 而且 P(yj|X) 乘上一个系数 k，预测不变, 即 

'( ) ( | ) '( ) ( | )
= '( | )

'( ) ( | ) '( ) ( | )
j j

j
i j i i j i

i i

P X kP y X P X P y X
P X y

P x kP y x P x P y x


 
     (3.17) 

现在我们定义语义信道。当 X=xi 时，谓词 yj(X)变成命题 yj(xi), 其真值便是 T(θj|xi). 于

是，一个语义信道由若干真值或真值函数构成： 

1 1 1 2 1 1

2 1 2 2 2 2
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   

  (3.18) 

一个语义信道后面总有一个 Shannon 信道. 以天气预报为例，转移概率函数 P(yj|X)反映

预报语句 yj的选择规律，因预报员而异——有人错的少，有人错的多. 而 T(θj|X)反映听众理

解的语义，可能来自语言的定义，也可能来自过去的样本的训练. 不同的人理解的语义 T(θj|X)

是大体相同的. 温度表，秤，GPS…也提供语义信道，它们的读数的真值函数可以用没有系

数的高斯分布表示，其中标准差反映精度。而它们的 Shannon 信道是有噪声信道，噪声大小

取决于设备制造的技术水平和使用环境。 

由式(3.17)可知，当真值函数和转移概率函数成正比时，语义贝叶斯预测和经典贝叶斯

预测——用 P(yj|X)和 P(X)产生 P(X|yj)——等价. 所以我们可以从 Shannon 信道得到与之等价

的语义信道：T(θj|X)∝P(yj|X)(j=1，2，…)。令 T(θj|X)的最大值是 1， 于是有 

T*(θj|X)=P(yj|X)/max[P(yj|X)], j=1, 2, …, n     (3.19) 

再根据贝叶斯定理 2，我们得到优化的真值函数的数值解 

T*(θj|X)= [P(X|yj)/P(X)]/max[P(X|yj)/P(X)]      (3.20) 

式(3.20)比(3.19)更加实用，因为求 P(yj|X)需要 P(yj), 后者通常很难得到。上面两个公式

适合大样本场合。当样本不大时，我们需要用参数构造真值函数，用语义信息准则得到 T(θj|X)

的参数解。后面谈及。 

汪培庄教授用随机集落影(即集值统计)定义隶属函数【36】，下面证明，用(3.19)得到

的真值函数 T(θj|X)作为隶属函数，和集值统计结果一致。 



 

 

 
图 3 贝叶斯定理 3 和模糊集合的随机集落影理论兼容 

Fig.3 The Bayes’ theorem 3 is compatible with the random sets falling shadow theory about fuzzy sets 

 

假设一个 Shannon 信道由一个尺寸为 N→∞的大样本 D 产生，其中 X 是等概率的, 包

含每个 xi 的样例(xi; Y)有 N/m 个. 我们选出所有包含 yj 的样例，设这些样例中含有实例 x’的

样例最多，我们记 xj*=x’，它有 Nj*个。那么，我们可以通过样例合并，合并成 Nj*个多实例

单标签样例——比如 Sk=(xk1, xk2,…; yj)， k=1,2,…,Nj*，每个样例包含 xj*。Sk就可以看做随

机集合的一个取值，即一个集值。设第 k 个集值的特征函数是 Fk(X), 则根据随机集落影理

论，我们可以得到隶属函数： 

*

1

1
( ) ( )

*

j

j

N
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m X F X
N



        (3.21) 

根据经典统计我们也可以得到转移概率函数 

*
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1
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P y X F X
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        (3.22) 

比较两者， 可得 

( ) ( | ) / [ * /( / )]= ( | ) / max[ ( | )]= *( | )
j j j j j jm X P y X N N m P y X P y X T X  (3.23) 

如果 X 不是等概率的，我们可以筛选出等概率的样例。因为转移概率函数独立于信源

P(X)，信源是否等概率不会影响这样求出的隶属函数。 

3.4	理解 GPS定位——提供似然函数还是真值函数？	

考虑全球定位系统(GPS).  GPS 精度通常用 RMS(Root Mean Square)即标准差表示。根

据 RMS 的定义，GPS 指示 ˆ=Y X 和实际位置 X=xi 之间的关系由条件概率函数表示： 

2 2ˆ( | )= exp[-| | ) / (2 )]i iP Y x K X x d ,  j=1, 2, …, n    (3.24) 

其中 d=RMS，K 是归一化系数， ˆ| |iX x 是实际位置和预测位置之间的距离。因为误差是



 

 

对称的，所以也有转移概率函数和相应的 Shannon 信道——标准差为 d 的有噪声高斯信道： 

2 2ˆ( | )= exp[-| | ) / (2 )]j jP y X K x X d ,  j=1, 2, …, n    (3.25) 

现在考虑 GPS 显示屏上的定位(箭头或小圆圈)的含义。由定位 yj 和 d 我们能得到上述

转移概率函数吗？回答是否定的。因为我们不知道 P(yj|X)的最大值。但是认为定位提供真

值函数就不需要知道 P(yj|X)的最大值。我们可以把定位理解为 yj=”X≈xj”，则有真值函数 

T(θj|X)=exp[-|X-xj|2/(2d2)]，j=1, 2, …, n      (3.26) 

我们称之为高斯分布真值函数。这样一组真值函数(对于不同的 yj)就构成一个语义信道

T(θ|X). 一个时钟、一个秤、一个温度表，它们的指针和读数含义类似. 具有这样含义的 yj可

谓无偏估计，都可以用上式表示。 真值函数也可以理解为 X 和 xj 之间的相似度函数，相似

度和距离有关。根据真值函数预测的 X 的后验分布是 

2 2

2 2

( ) exp[ | | /(2 )]
( | )

( ) exp[ | | /(2 )]
j

j
j

i

P X X x d
P X

P X X x d


 


 
     (3.27) 

或许有人认为 GPS 定位 yj 提供了似然函数 P(X|θj)或贝叶斯后验 P(θ|xj). 下面我们用两

个例子说明这是不对的。考虑 GPS 定位的特殊环境如图 4(a)所示, 其中定位指在高楼上，楼

的左边是高速公路，右边是普通公路. 请问小车在哪里可能性最大？  

 

                    (a)                                                (b) 

图 4  GPS 定位图解.  圆点是指针位置，五角星是小车或人的最为可能的位置. (a)显示人在小

车上，P(X)不断变化且指针有误差；(b)显示人在高铁列车上，P(X)是一条轨迹而定位有误差.  

Figure 4 Illustration of GPS’s positioning. (a) shows that the user is in a car, P(X) is changing, and the indicator 

has deviation; (b) shows that the user is in a high-speed train, P(X) is a line, and the indicator has deviation. The 

round point is indicated position and the star is the user’s most possible position.  

如果认为 yj提供了似然函数 P(X|θj)或贝叶斯后验 P(θ|xj), 那么我们会预测小车在楼顶上

的概率最大。然而，常识告诉我们这是不对的. 根据(3.27)，小车在高速公路上(如五角星所

示)的概率最大——这是符合常识的.  

再看图 4(b), 人在高铁列车上，P(X)在铁路线上是等概率的。如果认为 yj 提供了似然函

数 P(X|θj)或贝叶斯后验 P(θ|xj), 则人在圆点处概率最大。根据贝叶斯定理 3，似然函数如虚

线所示，五角星表示最为可能位置. 上述结论也和人脑推理结论一致.  



 

 

从 GPS 的例子可以看出，语义信道比 Shannon 信道简单，更易于理解. 图 4 还显示，我

们可以利用先验概率分布 P(X)纠正 yj 的偏差。后面说明通过优化语义信道也可以系统地纠

正 Y 的偏差. 

4 结合 Shannon 和 Fisher 理论的语义信息方法 

4.1	把似然函数和真值函数带进信息公式	

已有不少文献关于语义信息研究【37-40】，但是把隶属函数和由它产生的似然函数带进

语义信息公式是笔者的创见。笔者早在 1990 的文章【20】中就提出广义熵和广义互信息(即

语义互信息)。广义熵的对数左边仍然是统计概率，而右边变为似然度或逻辑概率. 后来其他

作者也提出广义熵，并称之为交叉熵【19】. 所以下面语义互信息也可以称之为交叉互信息. 

在 Shannon 信息论中，只有统计概率，没有逻辑概率，也没有预测的概率(似然度). 下面语

义信息测度同时用到这三种概率. 

yj 提供关于 xi的语义信息(量)被定义为对数标准(normaized)似然度【12,13】：  

( | ) ( | )
( ; ) log = log

( ) ( )
i j j i

i j
i j

P x T x
I x

P x T

 



       (4.1) 

其中用到贝叶斯定理 3，并假设先验似然函数等于先验概率分布 P(X). 对于无偏估计，真值

函数和信息之间的关系如图 5 所示.  

 

图 5 语义信息量图解. 偏差越大，信息越少；逻辑概率越小，信息量越大；错误预测提供负的信息.  

Figure 5 Illustration of semantic information measure. The larger the deviation is, the less information there is; 

the less the logical probability is, the more information there is; and, a wrong estimation may convey negative 

information. 

这个公式就能反映 Popper 的思想【10】：(先验)逻辑概率越小，并能经得起检验(后验逻

辑概率越大) ，信息量就越大; 永真句在逻辑上不能被证伪，因而不含有信息.  

把高斯分布真值函数代入式(4.1), 就得到  

 2 2( ; ) log[1/ ( /)] 2j j ji j XI x dx T        (4.2) 

其中 log[1/T(θj)] 就是 Bar-Hillel 和 Carnap 定义的语义信息测度【37】. 上述语义信息测度



 

 

还考虑了偏差——语义信息量随偏差增大而减小. 从图 5 容易理解语义信息准则类似于

Regularized Least Square (RLS)准则【41】。标准偏差 dj 增大了, T(θj)也会增大，信息量就会减

少。 但是标准偏差太小，误差项又太大。4.6 节详谈。 

对 I(xi; θj)求平均，就得到广义 Kullback-Leibler (KL)信息【42】： 
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i ii j

P x T x
I X P x y P x y

P x T

 



        (4.3) 

其中对数左边是统计概率 P(xi|yj)，i=1, 2, …，它们构成样本概率分布 P(X|yj), 是用以检验 θj

的. 对 I(X; θj)求平均，就得到广义互信息或语义互信息公式： 

( | ) ( | )
( ; ) ( ) ( | ) log = ( , ) log

( ) ( )

= ( ) ( | ) ( ) ( | )

i j j i
j i j i j

j i j ii j
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 (4.4) 

其中 H(X)是 Shannon 熵， 其他三种熵是交叉熵： 

( ) ( log ( ),  ( | ) ( , ) log ( | )

( ) ( ) log ( ),  ( | ) ( , ) log ( | )

i i i j i j
i j i

j j i j j i
j j i
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）

(4.5) 

容易证明，在语义贝叶斯预测和样本分布一致时， 即 P(xi|θj)=P(xi|yj) (对于所有 i, j)时，

或真值函数正比于转移概率函数时，即 T(θj|X)∝P(yj|X)(对于所有 j)时，上述广义 KL 信息达

到其上限——KL 信息；语义互信息也达到其上限——Shannon 互信息.  

Akaike 揭示了似然度和 KL 信息之间的联系【25】. 然而，上述广义 KL 信息和似然度

之间的关于更加简单. 假设相应 yj 有 Nj 个样本点 x(1), x(2), …, x(Nj)∈U，它们来自 Nj 个独

立同分布随机变量，其中 xi 有 Nij 个; 当 Nj 很大时，就有 P(xi|yj)= Nij/Nj. 因此就有 log(标准

似然度)和广义 KL 信息之间关系： 

( | ) ( | )
log = ( | ) log = ( ; )

( ) ( )

jiN

i j i j
j i j j j

ii i i

P x P x
N P x y N I X

P x P x
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对不同的 yj求平均，就得到平均 log(标准似然度)，它和语义互信息的关系是： 

( | ) ( | )
log = ( ) ( | ) log = ( ; )

( ) ( )
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j i j
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P y P x y I X
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因为优化模型 θj 时 P(X)不变，所以最大语义互信息准则等价于最大似然准则.   

4.2	语义通信模型		

通信系统中分信号发送者和信号接受者。从语义通信的角度看机器学习，也分标签发送

者和标签接收者。接受者通过样本学习得到语义，即真值函数或逻辑分类函数——一个实例

可能隶属于多个类别。而发送者划分实例空间给实例分类，每个实例只属于一个类别——可

能带有多个标签或一个复合标签。详见图 6 通信模型。 



 

 

 
图 6 用于机器学习的语义通信模型。在检验、估计、预测和分类时，信息来自样本分布 P(X|yj)对似然

函数 P(X|θj)的检验，收信人理解和发送人分类在语义信息准则要求下不断优化。 

Figure 6. Semantic communication model for machine learning. In tests, estimations, and predictions, 

information comes from that the sampling distribution examins the likelihood function; the receiver’s undstanding 

and the sender’s classification are continuously optimized with maximum semantic information criterion.    

其中假设发送者根据观察条件 Z∈C 发送标签 Y=h(Z)。实际情况也可能 Z=X, 划分函数

是 Y=f(X)， 这时就是有监督学习。当 Z≠X 且 C 的划分 h(Z)不确定时，学习就是半监督学

习。如果先有 P(X), 需要通过学习产生 P(yj|X)和 T(θj|X), 学习就是无监督学习。其中 P’(X)

是主观预测的 X 的先验分布。一般情况下可以假设 P’(X)=P(X)。  

在 BI 中，学习和分类是都由贝叶斯后验 P(θ|X)决定的. 在 LBI 中，学习和分类是分开

的，学习得到真值函数 T(θj|X)或语义信道 T(θ|X), 它作为预测模型，在信源 P(X)变化后仍然

适用。信源变化不改变收信人的逻辑分类，但是改变发信人的选择分类。从第 5 节可以看到

分开的好处——适合不同的 P(X)。   

4.3	语义信道匹配 Shannon信道——逻辑贝叶斯推理	

语义信道匹配 Shannon 信道就是逻辑贝叶斯推理(LBI)。Shannon 信道匹配语义信道将

在讨论机器学习实际例子时介绍。优化一个语义信道等价于优化一组真值函数或模型参数

θ1，θ2，…, θn. 给定 Shannon 信道时优化子模型 θj，也就是优化隶属函数或逻辑分类函数 T(θj 

|X). 于是有带参数的 LBI 是 

 
( | ) ( | )

( | )
*( | ) arg max ( ; )= arg max ( | ) log

( )j j

j i
j j i j

T X T X i j

T x
T X I X P x y

T 


 


    (4.8) 

I(X; θj)可以写成两个 KL 距离的差， 

( | ) ( | )
( ; ) ( | ) log - ( | ) log
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i j i j

j i j i j
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
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因为当 P(X|θj)=P(X|yj)时，后一项为 0，所以这时 I(X; θj)最大，等于 KL 信息 I(X; yj). 根据贝



 

 

叶斯定理 3 和 P(X|θj)=P(X|yj)可以得到  

T*(θj|X)=P(yj|X)/max[P(yj|X)]= [P(X|yj)/P(X)]/max[P( X| yj)/P(X)]     (4.10) 

上式适合有大样本时的非参数估计，而式(4.8)也适合只有小样本时的参数估计. 当样本

足够大时，用 T*(θj|X)做语义贝叶斯预测和用转移概率函数 P(yj|X)做贝叶斯预测，结果相同. 

所以和 BI 相比，LBI 更加兼容贝叶斯定理 2.  

当我们不知道信源 P(X)而只知道 P(yj|X)时，我们不妨假设 X 是等概率分布的，于是

P(X|yj)和 P(yj|X)成正比。然后我们得到： 

( | ) ( | )
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  (4.11) 

通过比较隶属函数，我们可以求出不同假设 Y 之间的蕴含关系 . 当对所有 X，

T(θj|X)≤T(θk|X)时，yj 蕴含 yk.  

在所有标签中， 可能有些标签是逻辑互补的。 假设 yj’是 yj的否定，则我们可以用两

个条件样本分布 P(X|yj)和 P(X|yj’)训练一个真值函数： 

( | )
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( | ) 1- ( | )
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流行的分类方法中，需要考虑二元相关性【42】，即对于每个标签，要考虑所有实例是

属于互补的两类中的一类。这对样本 D 要求很高，使得多类别分类非常困难。但是上面公

式也适合多类别多标签分类，不需要有完整的二元关联。因为上式把所有实例分为三类：正

例、反例和不确定实例。上面只是接收者学习用的公式，而不是标签发送者用的公式。因为

优化的真值函数 T*(θj|X)只和转移概率函数 P(yj|X)和 P(yj’|X)有关，而和 P(X)无关， 所以上

式实际上把所有不确定实例排除在外了。只有发送者做划分的时候，才考虑所有实例，包括

P(X)。那时候用最大似然准则或最大语义信息准则划分就容易了。 

上面假设 Shannon 信道是确定的， 但是在它不确定的情况下，比如, 对于实例不可见

场合，我们只能根据观察数据 Z∈C 预测 X 的概率分布 P(X|Z)时，我们需要划分函数 Y=h(Z)。

在 h(Z)不确定的情况下，我们需要一个最优划分，使得不同标签的语义信息达最大。这时候

需要用最大语义互信息公式求最优 Shannon 信道和语义信道： 
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其中 T(Cj)=P(Z∈Cj), h(Z)和 P(Z|X)一起确定了一个 Shannon 信道。这是一个半监督学习问题，

要用到迭代算法——信道匹配(CM)算法，第 6 节详谈。 

4.4	GPS重定位和根据先验 P(X)翻译	

如果 GPS 根据小车到三个卫星的距离定位存在误差，参看图 4， 我们可以根据 Shannon

信道纠正系统误差。假设转移概率函数或 Shannon 信道是 

   2 2( | ) exp[ | - - | /(2 )]j jP y X K X x x d   ,  j=1, 2, …, n   (4.14) 



 

 

其中 xj 是所指位置，即 yj=”X=xj”中的 xj；K 是系数，Δx 是系统偏差，d 是标准偏差， 那么

根据逻辑贝叶斯推理得到的纠正的语义信道是（yj 变为 yk）: 

2 2* ( | ) exp[ | | /(2 )]k kT X X x d    ,  k=1, 2, …, n  (4.15) 

其中 xk=xj+Δx. 温度表、秤、指数预测…提供的语义信道优化类似，都可以用客观的 Shannon

信道矫正语义信道。 

 假设 GPS 装置厂家提供的均方误差(RMS)较大，参看图 4，比如说是 200 米。在 GPS 装

置和司机之间有个翻译，他要根据地形即 P(X)提供“小车在某点附近不超过 20 米处”或“小

车在这条小路上”这样的精度更高的翻译或预测。那么他可以用 P(X|θj)取代样本分布 P(X|yj)，

用下面公式优化翻译： 

( | )
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k i

k k j i j
k k i k

T x
y I X y P x

T

 


       (4.16) 

其中 P(xi|θj)是根据 GPS 得到的语义贝叶斯预测. T(θk|xi)是翻译 yk的真值函数。 

 自然语言翻译是类似的. yj就源语句，yk就是目标语句. 如果最为接近P(X|θj)的是P(X|θk*)，

则 yk*提供平均信息量最大, 是最优翻译.   

4.5	逻辑贝叶斯推理和贝叶斯推理比较	

贝叶斯推理(BI)和逻辑贝叶斯推理(LBI)使用的贝叶斯公式分别是： 

BI：
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LBI：
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两者都强调利用先验知识。但是两者的区别是： 

1） BI 使用的先验知识是概率分布 P(θ);  Pθ(X)是横向归一化系数，和模型相关。

而 LBI 使用的先验知识是概率分布 P(X)；T(θj)是纵向归一化系数，和模型相

关。 

2） BI 求 θ的后验概率分布 P(θ|X)，而 LBI 求使标签 yj 或模型 θj为真的真值函数

T(θj|X)。BI 中的 P(θ|X)是条件概率函数；θ是变化的；X 是矢量空间中的一点，

是不变的。而 LBI 中，T(θj|X)类似于转移概率函数；θj 不变 X 变。 

3） BI 需要很多似然函数 P(X|θj)和很多条件样本 Xj(对所有 j)，而 LBI 只要一个似然

函数 P(X|θj)，一个 Xj或 P(X|j). 

笔者认为 X 的先验知识通常更加重要，是因为我们决策的依据的是预测的 X 的概率

分布 P(X|θj)，这也是最大似然方法的价值所在。笔者认为真值函数更加重要，是因为有

了真值函数，我们不但能求出 P(X|θj), 还能在 P(X)变为 P’(X)时，求出相应的后验概率分

布 P’(X|θj)。这正是迁移学习需要的。 

我们之所以求真值函数而不求带参数的转移概率函数 P(yj|X; θ)=P(yj)P(X|θj)/P(X)有下

面几个原因： 

1） 求解 P(yj|X;θ)比较困难，因为通常不知道 P(yj); 而求解 T(θj|X)比较容易，并且

T(θj|X)能和转移概率函数一样，和 P(X)一起能产生 X 的后验概率分布



 

 

P(X|θj)=P(X|yj)。 

2） T(θj|X)的最大值是 1，能反映概念外延，便于记忆，也便于用自然语言表达，比

如 yj 的高斯真值函数可以描述为“X 大约是 xj”。 

因为用真值函数可以取代转移概率函数，语义信息方法同样能提供一定置信区间内

的置信水平 CF(Confidential Level)，在 0 和 1 之间变化。另外，语义信息方法还提供一

个全称假设的确证度 CM(Confirmation Measure)，在-1 和 1 之间变化, 它反映归纳支持度

（详见 5.4 节）。 

使用最大语义信息准则优化模型参数可谓最大语义信息估计, 简记为 MSI。它和最大

似然估计 MLE 即最大后验估计 MAP 比较如下(θj*中加下标 j 是为了区别混合模型参数)： 
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MSI:    
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MSI 和 MLE 是等价的，但是两者的区别是： 

1)对最大似然度的理解不同。MSI 认为需要最大化的是标准(normalized)似然度. 因为

P(X)不依赖于参数，所以 MSI 和 MLE 等价。 

2)MSI 用真值函数作为预测模型(少数情况下，比如求混合模型时，也用似然函数作为

预测模型)。真值函数只反映信道特性，而似然函数包括信道和信源信息。MSI 用真值函数

产生似然函数。在涉及语义、数值预测、定位…的场合，以及信源可变场合(需要迁移学

习)，即需要正则化的误差准则的场合(详见下节)，真值函数作为预测模型更加适用。 

MSI 和 MAP 的主要区别是： 

1)预测模型不同。MSI 求真值函数中的参数而不是似然函数中的参数。 

2)MAP 包含似然函数中参数估计。样本不大时，该估计和 MLE 差别显著，因而也和

MSI 不兼容。样本很大时，三种估计得到的似然函数 P(X|θj)相同, 都等于样本分布 P(X|j)。 

4.6	最大语义信息准则如何兼容正则化最小误差平方(RLS)准则	

下面我们说明 MSI 准则是一个特殊的也许是更合理的 RLS 准则【42】。 

把高斯分布真值函数带进广义 KL 公式(4.3)得到 

2 2( ; ) - log ( ) ( | )( ) / (2 )j i j i j j
i

I X T P x y x x d       (4.22) 



 

 

右边第一项是 Bar-Hillel-Carnap 信息，第二项是平均相对误差平方。把高斯分布真值函数带

进语义互信息公式(4.4)得到 

2 2( ; ) ( ) ( , )( ) / (2 )i j i j j
j i

I X H P x y x x d       (4.23) 

右边第一项 H(θ)是 Y 的交叉熵，第二项是平均相对误差平方。可见，最大语义信息准则可

理解位一个特殊的 RLS 准则。H(θ|X)反映相对误差，类似于 RLS 准则中的误差项；H(θ)就

类似于正则化项。I(X; θ)就是负的损失函数. 最小误差准则好像是“无过便是德”的准则， 

而最大语义信息准则好像是“功大于过便是德”的准则。因为最大语义信息准则等价于最大

似然准则，所以可以说它是兼容最大似然准则的 RLS 准则。 

流行的 RLS 准则中的正则化项有多种，惩罚项惩罚所有参数【42】。解释是避免过度拟

合，提高泛化能力。但是，从上面分析我们看到，正则化项也是为了解决类别不平衡问题，

并使优化准则兼容最大似然准则。H(θ)作为正则化项，表示最大潜在信息(Barhillel-Carnap 信

息的平均【13】)，具有容错编码意义【14】，含义明确。每个逻辑概率 θj越小则潜在信息量

H(θ)越大。但是这就要求每个 dj 小。然而，每个 dj 小了，相对误差就大了。所以相对误差项

是惩罚函数。反过来也可以这样理解，要想相对误差小，就要求每个 dj 大。但是每个 dj 大

了，潜在信息量 H(θ)就小了。所以要用 H(θ)限制每个 dj. 但是 H(θ)并不限制真值函数的期

望值 xj。笔者相信，把期望值排除在正则化项之外，用标准差 dj 或影响相似函数分布范围的

参数构造惩罚项，应能改善机器学习。 

另外，T(θj)还和 P(X)有关。如果 P(X)在某个区间的分布密度很小，尽管相应的 dj 较大， 

T(θj)还是很小。对于这样的预测 yj, 信息准则允许有较大的相对误差。比如我们猜某人寿命

可能 100 岁(先验概率较小)，实际 90 岁，那也还是不错的猜测； 如果猜测寿命可能 70 岁

(先验概率较大)，实际 60 岁，这预测就差多了。语义信息准则用于分类时，T(θj)就表示第 j

个类别中实例的相对数。所以语义信息准则也考虑了类别不平衡问题【45】。和误差准则相

比，它注重减少小概率事件的漏报——比如减少艾滋病、地震、价格暴涨暴跌，百岁老人…

的漏报；同时允许小概率事件有较多的误报。 

有人认为从 BI 可以推导出 RLS 准则， 认为 log P(θ|X)=logP(θ)+log[P(X|θ)/P(X)], 

logP(θ)就是惩罚函数【44】。笔者认为不对。因为在贝叶斯推理中，似然函数中的很多参数，

并不出现在先验分布 P(θ)中, P(θ)中参数也不会在优化模型的时候改变，所以 P(θ)不能作为

惩罚项。因为 θ的后验分布和先验分布成正比，P(θ)的作用是局部增强，而不能惩罚似然函

数中需要惩罚的参数。 

RLS 流行使得好像最大似然准则过时了。其实不然！当我们优化 X 的似然函数 P(X|θj)

时候，应该不需要加正则化项。只有我们在用 Y 的后验 P(Y|X, θ)作为似然函数的时候，我们

才需要正则化项。从语义信息论的角度看，最大似然准则只合适优化 X 的后验分布 P(X|θj)，

而不合适优化 Y 的后验分布 P(Y|X, θ)。而最大标准似然准则或语义信息准则才适合两者。所

以，如果我们用预测误差函数表示P(Y|X, θ)，我们只能用样本检验标准似然函数P(Y|X, θ)/P(Y)

或 T(θj|X)/T(θj)。而平均 logP(Y)或 logT(θj)就是正则化项。因为 P(Y)不容易求出，所以用

T(θj|X)/T(θj)是最好选择。 

总之，用逻辑概率 T(θ)或交叉熵 H(θ)既可以解决正则化问题，也可以解决类别不平衡问

题【45】。从语义信息论的角度看，这两个问题涉及同一个问题——是否兼容最大标准似然

准则问题。 



 

 

5. Shannon 信道匹配语义信道——发信人选择分类 

5.1	发信人多标签分类	

当前的多标签分类大多使用 Y 的贝叶斯后验，在学习阶段就考虑划分。一个流行的方法

是把多类别多标签分类转换为多个二分类，要求我们为每个实例对每个标签(即后面的原子

标签)提供“Yes”或“No”【46,43】。本文方法与之类似，但是有所不同。不同之处： 

1)标签学习只优化真值函数——通常是模糊的，不划分实例空间，标签发送才划分实例

空间； 

2)每个标签可以单独学习， 或者和其否定标签同时学习(参看(4.12))， 两种都可以； 

3) “Yes”或“No”能提供多少是多少，缺少也没关系； 

4)多标签在这里就是多原子标签或由它们构成的复合标签。允许一个标签(复合标签)是

多个原子标签的布尔函数。设有 q 个原子标签，用流行的二元关联方法(Binary Relevance)

【43】，复合标签最多有 2q种。是用本文方法，可能的复合标签是 2^2q种。不过实际用到的

标签可以随样本或需要而定。 

下面考虑多标签选择分类。假设 Y 是一个可选择标签(原子标签或复合标签), 其真值函

数已经给定。关于如何把多标签学习简化为多原子标签学习，下一节讨论。 

为了得到联合概率分布 P(X,Y)，我们可以仿照已经采用的分拆方法【47】，首先要把单

实例多标签样例，比如(x1; y1,y2)，和多实例单标签样例，比如(x1,x2; y1), 分解成单实例单标

签样例，然后得到 P(X,Y)。 

在实例可见时，使用最大语义信息准则，选择分类的分类函数是 

( | )
*= ( ) arg max log

( )j

j
j

y j

T X
y f X

T




      (5.1) 

当所有集合是清晰的时候，上面信息准则就退化为最小逻辑概率准则： 

 with ( | ) 1
*= ( ) arg min ( )

j j

j j
y T X
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




      (5.2) 

也就是最丰富内涵准则。可以说，标签学习得到标签的(模糊)外延，而标签选择依据标签的

信息——可以理解为内涵。 

如果实例是不可见的(比如我们根据人的声音把人分成男女，或者根据西瓜的外观把西

瓜分为好瓜和差瓜【45】，我们只知道观察数据 Z，则可用平均语义信息准则选择标签或划

分观察数据空间， 即 

( | )
*= ( )= arg max ( | ) log

( )j

j i
j i j
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在预测不准时，模糊集合外延较大可以减小误差带来的信息损失， 所以用上式选出来

的 yj*, 其逻辑概率 T(θj)未必最小. 这也是为什么天气预报经常报“小到中雨”。 

对于不可见实例分类，划分函数 h(Z)(确定每个 Cj)会改变 Shannon 信道和与之相匹配的

语义信道，所以又要求重新划分… 因此。我们要用到迭代方法。后面谈及。 

因为每个标签学习是单独的，设计每个标签的真值函数的参数形式时不用考虑其他标签

真值函数的参数形式——因为不用考虑逻辑分类函数相加是否等于 1. 其否定标签可以一同

学习，如(4.12)，也可以单独学习， 也可以没有。比如：X 表示年龄， 标签可以有：y1=“X



 

 

是小孩”, 类别是模糊的，其隶属函数可用 Logistic 函数表示；y2=“X 是成年人”(相应的集

合是清晰的，A2={X|X≥18})，y3=“X 是年轻人”(隶属函数可用没有系数的高斯分布表示)。

在待分类样本中， 无论有两种标签，还是 n 种标签，这些隶属函数的参数形式都可以不变. 

换一种场合，学习得到些隶属函数同样有效——这正是迁移学习所需要的.  

5.2 通过原子标签学习简化多标签学习和分类	

设 Y 是一个可选择标签(原子标签或复合标签)， Y∈V={y1, y2, …, yn}. 再设原子标签是

a∈W={ a1, a2, …, aq}; 一个复合标签是若干原子标签的布尔函数。那么 q 个原子标签可以

构成 2q个用 and 链接的互斥复合标签，它们是集合 2W中的元素。q 个原子标签的布尔函数

等于 2q个互斥复合标签中部分标签相加， 最多可能有 2^2q种。太多的可能标签会带来太

大的学习工作量。好在信道匹配算法允许我们选择其中很少的标签来学习。但是，我们仍

然可以用原子标签学习取代复合标签学习，从而减小学习工作量。 

首先，我们选择所有可选择标签需要的原子标签，筛选相关的样例构成学习样本——

包括从多标签样例中分拆出单标签样例。没有筛选干净或不筛选也没有关系，因为每个原

子标签的学习是独立的。发送者分类时， 先用这些原子标签的隶属函数产生复合标签的隶

属函数——可能需要模糊逻辑运算，再用 5.1 节中的方法得到分类函数。比如，如果两个

标签不相关，那么 T(θ1∩θ2|X)=T(θ1|X)T(θ2|X). 如果相关性很大，则可用模糊逻辑运算, 比

如：T(θ1∩θ2
 |X)=min[T(θ1|X),T(θ2|X)].  

为了使标签逻辑运算构成布尔代数，隶属函数的逻辑运算也要与之兼容。我们可以使用

一种与 Zadeh 模糊逻辑【32】有点不同的模糊逻辑【20】，其中有 

T(θ1∩θ2
 c|X)=max(0，T(θ1|X)-T(θ2|X))    (5.4) 

这是笔者建立色觉机制数学模型——译码模型——时使用的模糊逻辑【48】，它用 UX[0,1]空

间上的布尔代数定义 U 上的模糊逻辑运算(参看图 7)。 

假设年龄集合上有模糊集合 θ1={成年人}，θ2={年轻人}， 那么 4 个合取标签的真值函

数就如图 7中两条曲线划出的四个区域所示，标签 a1∧a2’的真值函数 T(θ1∩θ2
c|X) 就如阴影

部分所示。 

 
图 7 两个原子标签产生四个合取标签，隶属函数运算服从布尔代数，  

Fig.7 Logical operations of truth functions make the fuzzy set algebra be a Boolean algebra   

 



 

 

但是对于相关性不明了的原子标签，要得到合理的复合标签的真值函数，还要采用更细

致方法，可能要结合已有方法【46,43】；要么直接用样本训练复合标签。 

5.3	可见实例二分类及其随 P(X)的变化	

我们以二分类为例说明标签发送者分类如何随先验分布 P(X)变化，以及如何解决类别

不平衡和正则化问题。 

设有 y0 和 y1 两种标签。实例空间是一维的——为了理论上讨论方便，后面都假设实例

空间是一维的。两个真值函数 T(θ1|X)和 T(θ0|X)可以是分别用两组样本训练的，见(4.8)；也

可以是相关的，见(4.11)，比如是一对 Logistic 函数表示的。流行的方法中通常用带参数的转

移概率函数 P(yj|X; θ)表示分类函数，归一化要求是 P(y1|X;θ)+ P(y1|X;θ)=1。但是用信道匹配

算法，我们并不要求 T(θ1|X)+T(θ0|X)=1. 如果两个真值函数是一起优化的，则

T(θ1|X)+T(θ0|X)=1 成立。下面先看采用信道匹配算法如何使用 Logistic 函数做二分类。设 
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  (5.6) 

用上面公式就可以求出使 H(X;θ)达最大的参数 a 和 b. 上式中误差项 H(θ|X)和流行的方

法相同，但是正则化项 H(θ)复杂些。其好处是： 

1） 可以解决类别不平衡问题； 

2） 和最大似然准则兼容； 

3） 信源 P(X)变化后， 模型仍然适用。 

因为这种方法不要求两个真值函数相加恒等于 1，我们或许可以找到两个更加便于计算

的真值函数模型。对此， 需要进一步研究。 

我们以标签“老年人”为例说明类别划分随实例的先验分布 P(X)变化。 

设 X 表示年龄，标签 y1=“老年人”。假设 
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图 8 老年人分类划分点 x*. 它在老年人人口比例增加时右移。 

Fig. 8 The optimized dividing point x* for label “Old person”. The x* moves rightward when old population 

increases. 

 

图 8 显示了有关函数和优化的划分点 x*——它随 X 的先验分布 P(X)中参数 c 的变化而

变化，参看表 1。 

表 1 “老年人”分类器 f(X) 随人口密度分布 P(X)中的参数 c 的变化 

Table 1 The classifier f(X) for yj=“Old person” changes with P(X) 

c 

P(X)中参数 

Population density decreasing area 

人口密度下降区域 

Dividing point x* 

划分点(y1=f(X≥x*) 

50 40-60 49 

60 50-70 55 

70 60-80 58 

 

注意：这时候逻辑分类函数并没有变化。划分点右移会导致新的本中样例的概率分布

P(xi, y1)以及转移概率函数 P(y1|X)变化，从而导致标签接受者理解的真值函数变化。这些变

化也会反过来影响划分函数 f(X)。“老年人”的语义和使用规则就是这样进化的。没有人规

定老年人的严格分界年龄在哪里，语言交流过程中会自动形成一个模糊分界，它随人口的年

龄分布变化而变化。老年人多的群体，可能 70 岁才算老年人，50 岁算年轻人。以前人的寿

命短，50 岁就算老年人了。“大雨”类似，雨水多的地区可能日降雨量 50mm 才算大雨；而

雨水少的地区可能日降雨量 20mm 就算大雨了。  

5.4不可见实例二分类的置信水平和确证度——兼评贝叶斯推理的置信分析	

我们以医学检验为例说明检验和不可见实例二分类的 Shannon 信道和语义信道，置信

水平和确证度。 

医学检验可以看成一个 2X2 有噪声 Shannon 信道(见图 9)。相应实例集合是 U={x0，x1}，

其中 x0 表示未感染者，x1 表示感染者；相应标签集合是 V={y0, y1}，y0 表示阴性，y1 表示



 

 

阳性.  图中 Z∈C 表示观察数据， Z’是划分函数 Y=h(Z)的划分点。对于不可见实例分类，

x0 和 x1 表示真标签，y0和 y1 是根据 Z 选择的标签。 

 

图 9 医学检验图解。检验可以被抽象为 2X2 有噪声 Shannon 信道。 

Figure 9. Illustrating the medical test. The test can be abstracted as a 2×2 Shannon nosy channel. The Shannon mutual 

information changes with dividing point z’. 

医学检验中，条件概率 P(y1|x1)叫做敏感性(sensitivity)，P(y0|x0)叫做特异性(specificity)

【48】。敏感性和特异性构成 Shannon 信道, 如表 2 所示。 

表 2 医学检验的敏感性和特异性构成 Shannon 信道 P(Y|X) 

Table 2 The sensitivity and Specificity of Medical Tests Form a Shannon’s Channel P(Y|X) 

Y 感染者 Infected x1 未感染者 Uninfected x0

Positive y1 P(y1|x1)=sensitivity P(y1|x0)=1-specificity 

negative y0 P(y0|x1)=1-sensitivity P(y0|x0)=specificity 

 

如果检验绝对可信，应有真值 T(y1|x1)=T(y0|x0)=1, T(y1|e0)=T(y0|x1)=0. 如果可能有错，优

化的真值函数应在 0 和 1 之间。设一个假设 yj 分为可信部分和不可信部分， 可信比例是 bj， 

则其真值函数是 

T(θj|X)= bj’ +bjT(yj|X)           (5.7) 

bj’=1-|bj’|是 yj 中含有永真句(无意义)的比例，也是反例的真值，可谓不信度。于是相应的语

义信道如表 3 所示。 

 

表 3 两种不信度构成医学检验的语义信道 

Table 3 Two no-confidence Levels of a Medical Test Form a Semantic Channel T(θ|X) 

Y 感染着 Infected x1 未感染者 Uninfected x0 

Positive y1 T(θ1|x1)=1 T(θ1|x0)=b1’ 

Negative y0 T(θ0|x1)=b0’ T(θ0|x0)=1 

 

根据(4.10)，两个优化的不信度为 

b1’*= P(y1|x0)/P(y1|x1);   b0’*=P(y0|x1)/P(y0|x0)     (5.8) 

我们把优化的不信度叫做否证度，相应的信任度叫做确证度或可信度。医学界用似然比

( Likelihood Ratio )表示一个检验有多好 【50,51】. 上式与之兼容， 因为 

LR+ =P(y1|x1)/P(y1|x0)=1/b1’*;  LR- =P(y0|x0)/P(y0|x1)=1/b0’*    (5.9) 



 

 

说明似然比大和否证度小或确证度大是一一对应的。 

 上面方法得到的确证度和已有的各种确证度不同【52】，反例的比例对确证度影响更大。

比如阳性的可信度主要不取决于敏感性的大小， 而是取决于特异性的大小。比如：一个医

生，把有病的人的一半诊断为有病，从来不把无病的人诊断有病。那么，这个医生诊断“有

病”就完全可信；相反，诊断“无病”反而不太可信。这样的确证度和 Popper 的证伪思想

(重视反例的存在)兼容。 

 医学检验中用检验阳性(预测有病)来自正例的相对比例叫做阳性的置信水平

(Confidence Leval)【29】, 即 

CL1=P(y1|x1) /[P(y1|x0)+P(y1|x1)]      (5.10) 

容易证明，一个标签的置信水平 CL 和确证度 b*之间的关系是【29，17】： 

1 '/ ,  if 0.5
*

'/ 1,  if 0.5 

CL CL CL
b

CL CL CL

 
   

	 	 	 	 	 (5.12) 

其中 CL’=1-CL。上式中 CL 在 0 和 1 之间变化， 而 b*在-1 和 1 之间变化。当 CL=0.5 时， 

b*=0；可解释为：一半可信时，归纳支持度为 0。CL=0 时，b*=-1；可解释为，全部不可信

时，证据支持相反假设。 

考虑到检验的两种结果，有一种更加重要(价值或损失的原因)，我们需要限制其 CL 下

限(可能要牺牲另一种结果的置信水平或导致放弃检验)，于是就有显著性水平α要求, 即要

求 CL’=1-CL<α.比如在医学检验中，为了防止漏报，我们可能要求阴性的 CL’或 b’*不大

于 0.1。在垃圾邮件分类时，误报重要，我们可能要求阳性(预测“是”)的 CL’或 b’*不大

于 0.05. 

另外用 b’*做贝叶斯预测比用转移概率函数还要方便。 

2.3 节中例 1 解： P(x1)=0.002, P(x0)=1-0.002=0.998; P(x1|y1)=P(x0|y1)=0.5. 根据(4.10)， 

可求出 y1 的真值函数：T(θ1|x1)=1 和 

T(θ1|x0)=b1’= [P(x0|yj)/P(x0)]/max[P( X| yj)/P(X)]=0.5/(1-0.002)/(0.5/0.002)=0.002    

两者构成一个预测模型，对于任意 P’(x), 可以用贝叶斯定理 3 求出 x 的后验。P(x1)变为

P’(x1)=0.1 时，用第三种贝叶斯定理得到 

P’(x1|θ1)=P’(x1)/[P’(x1)+b1’P’(x0)]=0.1/(0.1+0.002*0.9)=0.98 

解毕。 

上面置信水平和确证度只适合类别明确的估计；否则，要添加置信区间。比如：说“温

度表读数的置信水平是 0.9”不行， 还要加上置信区间。比如说“温度表读数的误差在正负

0.5度之间的置信水平是0.9”。GPS的置信水平类似。置信水平0.9转换成确证度是1-1/9=0.89.  

综上所述，优化的语义信道方法和医学检验方法完全兼容，而且能提供更好确证度，更

方便做概率预测。不可见实例分类(需要划分观察数据空间 C，而不是实例空间 U)在本质上

和估计(包括检验)类似。比如垃圾邮件分类就和医学检验在本质上相同。西瓜好差分类有些

区别，主要是因为西瓜从好到差中间没有明确分界，客观的真类别不是两种。但是为了方便

起见，我们也不妨按照医学检验方法处理。为了更加合理，我们可以也不妨添加中间类别。 

置信水平和确证度在本质上是对 Shannon 信道噪声的评估，而和信源无关。分类也要加

进这样的考虑才能使分类适合信源可变情况下的迁移学习。 

上述置信水平分析方法是频率主义方法。BI 提供一种类似但是与之不同的方法，那就

是用贝叶斯后验 P(θ|X), 提供参数 θ 的后验分布区间和相应的置信水平【27】。前面讲过预

测 x 的后验分布 P(x|θj)落入某个范围的概率，和先验分布 P(x)有关，那是范围预测，类似于

于 VaR 分析，并不是用于 Y 的置信分析。 置信水平和确证度类似，反映正例和反例的比例，

间接或直接表明归纳支持程度。现在 BI 预测 θ的范围，并称范围内的 P(θ)是置信水平， 这



 

 

已经是偷换“置信水平”概念了。反例在哪里？没有反例比例，如何得到置信水平？ 

有一种误解，认为频率主义的置信水平反映的是 X 的后验分布特性，而贝叶斯推理的

置信水平反映 θ 或 Y 的后验分布特性。其实，频率主义的置信水平反映的是转移概率或

Shannon 信道的特性，而不是反映 X 的后验 P(X|yj)的特性。BI 提供置信水平分析没有用到

Shannon 信道，也没有考虑反例。这种分析在分析频率发生器的频率的时候才有概率预测意

义，类似于 Var 分析(这时 θ可以看做是和 x 一样的客观事实)，但是存在概念错误。这种分

析用于分类(用 P(Y|X；θ))则会更加令人费解；在我看来也是不必要的。频率主义的置信分析

已经足够了。 

6 R(G)函数和两种信道相互匹配的迭代算法 

6.1	把 R(D)函数改进为 R(G)函数	

 “信道匹配”英文是“Channels’ matching”，简写为“CM”。这种算法用在 Shannon 信

道确定时是非迭代算法，不确定时是迭代算法——可用于最大似然估计(包括不可见实例分

类)和混合模型。为了说明这种算法有效性和迭代收敛可靠性，本节介绍语义互信息 G 和

Shannon 互信息 R 之间的相互匹配函数 R(G)。这一函数是经典的 R(D)函数的改进版本(D 是

平均失真上限 D，G 是语义互信息下限)，它最早被用来讨论主观信息和客观信息的匹配关

系，包括如何根据视觉分辨率量化或压缩像素等级【12-14】。现在笔者发现它可以用来改进

机器学习。用 G 代替 D 可以理解为用兼容 ML 准则的 RLS 准则代替失真准则。 

Shannon 在开创性文章中提出保真度信息率理论【8】，并提出信息率失真函数 R(D), 

Shannon 于 1959 年进一步讨论了 R(D)函数【53】, 并提供了一个二元信道的 R(D)函数的表

达式。因为最大保证度是用最小失真表示的，所以从Berger开始称之为信息率失真理论【54】。

周炯槃先生的《信息理论基础》【55】有最详细的讨论，特别是关于 R(D)函数参数形式的迭

代求解，在英文文献中都很难找到。 

给定信源 P(X)和平均失真下限 D 时，带有参数 s 的信息率失真函数是 

( ) ( ) ( ) exp( ) /

( ) ( ) ( ) ln

ij i j ij i
i j

i i
i
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       (5.1) 

其中 dij 是用 yj 表示 xi 的失真量。R(G) 函数用语义信息量 Iij=I(xi; θj)表示保真度，替代失真

量 dij； 用语义互信息的下限 G 替代平均失真上限 D。在这些限制下求 Shannon 互信息的极

小值 R, 于是得到 R(G)函数【13】： 
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( ) ( ) ( ) log
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  (5.2) 

其中 mij 是标准似然度，P(yj) mij
s/λi 就是 P(yj|xi), 反映匹配的 Shannon 信道 P(Y|X). 任何一个

R(G)函数的形状都是碗状的(可能不对称)。一个对称的二元信源 R(G)函数【13，16】如图 10



 

 

所示。 

 

 

Figure 10. The R(G) function of a binary source. As s=1, R=G, which implies that the semantic channel matches 

the Shannon channel.  

图 10 二元信源的 R(G)函数。给定 R 改变语义信道使得 s=1，即 G=R，就是语义信道匹配 Shannon 信

道。 

Shannon 信道匹配语义信道有两种方式：1)目的是 R 和 G 同时达到最大，如右上角

Rmax(Gmax) 所示，求最大似然估计需要这种匹配; 2)目的是最小化 R-G 使 R=G, 求混合模型

需要这种匹配。 

对于 R(D)函数，给定 R 只有一个 D；而对于 R(G)函数，给定 R 存在一个极大 G 即 G+

和一个极小 G 即 G-。负的 G-意味着谎言或错误预测会带来负的信息，或者说为了给敌人带

来一定的信息损失，R(G-)>0 意味着一定量的 R 是必要的。R=0 时 G 是负的， 意味着听信

他人随机乱说会减少我们已有的信息。 

当 s=1 时, λi=1, R=G。这表示两种信道匹配正好，语义互信息等于 Shannon 互信息。 

参数 s 的绝对值|s|反映预测精度或噪声，在 R(D)函数中，dR/dD=s (s≤0) . 容易证明也有 

dR/dG=s, s 可能小于 0 也可能大于 0. s 由正变负时，R(-s1)=R(s1) 且 G 从 G+ 变为 G - (见

图 10). 据此可以证明最大似然检验等价于最大似然比检验。 

已有的检验的似然比表达都不直观【50】。给定 C 的划分{C0,C1}时，检验的似然比的具

体表达式是 
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根据式(4.7), max(logrL)=max(-NH(X|θ))-miN(-NH(X|θ)=N(G+-G-) (参看图 10). 在 R 和 G+ 

确定后，s 就确定了, 所以 G -(s)也确定了。因此，最大似然度和最大似然比是同时发生的。

通过两者分别得到的最优 Shannon 信道是相同的。所以两个准则是等价的。已有文献也肯定

两者等价， 但是没看到这一等价的证明。 

6.2	CM算法用于检验、估计和不可见实例分类	

前面优化语义信道用的是 yj 的平均语义信息公式——求 I(X; θj)， 下面要用到语义互信

息公式——求 I(X;θ)。 

对于检验、估计和不可见实例分类，设观察数据集合 C 的一个划分是 S={C1, C2, …}。

当 Z∈Cj 时，我们就选择 yj, 即 yj=h(Z|Z∈Cj)。由此就得到一个 Shannon 信道。当 C 的划分

可变时，在标签接受者优化语义信道得到与之匹配的语义信道后，标签发送者需要重新划分



 

 

Shannon 信道，使之匹配语义信道。实践表明，如此循环，就可以得到 Shannon 互信息达最

大的划分。这也是最大似然检验和估计要达到的目的。下面介绍这种迭代算法及其收敛证明。 

给定 S 或 Y=h(Z)，平均语义互信息是： 

( | )
( ; | ) ( ) ( | ) ; )= ( ) ( | ) log
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设样本中的一个样例是{xi, zk}, 如果样本足够大，我们可以从样本得到 P(X,Z). 如果样

本不够大，我们可以用参数构造 P(Z|X)(使用最大似然准则或语义信息准则, 不赘)。然后我

们可以计算构成 Shannon 信道的转移概率函数： 

( | ) ( | )
k j

j i k i
z C

P y x P z x


  , i=1, 2, …, m      (5.5) 

有了 P(X)和 P(Y|X), 可以得到 P(X|Z)和下面广义 KL 信息分布函数： 

( ; |Z) ( | ) ,    log[ ( | ) / ( )]j i ij ij j i j
i

I X P x Z I I T x T    其中    (5.6) 

最大互信息划分迭代算法： 

Matching I：语义信道匹配 Shannon 信道。用(4.10)得到优化的非参数语义信道。 

Matching II：Shannon 信道匹配语义信道。用下面公式： 

( | ) lim ( ) /s
j i j ij i

s
P y x P y m 


 , i=1, 2, …     (5.7) 

其中 mij 是标准似然度 T(θj|xi)/T(θj). 参看(5.2)。若划分不能改进， 迭代终止， 否则转到

Matching I。 

分析上式。当 s→∞, 转移概率函数 P(yj|X)变成集合 Cj 的特征函数，Shannon 信道就是

无噪声的，使 R 和 G 达最大(位于一个 R(G)函数曲线的右上角)。这种方法等价于使用划分

函数 

= ( )= arg max ( ; |Z)
j

j
y

Y h Z I X        (5.8) 

 重复上面两种匹配就可以找到使 Shannon 互信息和语义互信息达最大的 C 的划分。流

行的最大似然估计方法是用梯度法或牛顿法。因为上面迭代过程中没有搜索只有赋值，运算

也更简单，速度也更快。 

下面用 R(G)函数证明 R 收敛到 Rmax=Gmax(参看图 11)。 

 



 

 

图 11. 图解检验和估计的迭代收敛. 每个语义信道决定一条 R(G)函数曲线. 匹配 I 使得 G=R，并产生一个新的语义信

道；匹配 II 增大 R 到 R(G)函数曲线的顶部. 重复匹配 I 和匹配 II 可以使得 R 和 G 达到最大值 Rmax 和 Gmax. 

Figure 11.  Illustrating the iterative convergence for classifing unseen instances. Each semantic channel ascertains 

a R(G) function curve. The matching I is for G=R and a new semantic channel; the matching II is to increase R to 

the top of a R(G) function. Repeating the matching I and matching II can maximize R and G to obtain Rmax and Gmax. 

我们可以把语义信道看成是 Shannon 信道往上爬的阶梯。爬到顶上再产生一个更高的

阶梯。 

最大互信息划分收敛证明：优化步骤是(参看图 11)：初始化 S 和 Shannon 信道

—>Matching I-1st——>Matching II-1st——>Matching I-2nd ——>Matching II-2nd … 直至 

R=Rmax且 Gmax=Rmax。因为上面每一步都最大化 R 和 G，所以迭代收敛到 Gmax=Rmax。证毕。 

是否收敛的划分不是全局最优？这还需要进一步研究。笔者测试过几个例子，说明迭代

快速且收敛可靠。其中一个例子如下：  

假定 P(Z|xi)高斯分布(Ki 是归一化系数)：  

P(Z|xi)=Kiexp[-(Z-ci)2/(2di
2)],  i=1,2,…     (5.9) 

实验条件：给定 P(x0)=0.5, P(x1)=0.35，P(x2)=0.15; c0=20, c1=50，c2=80; d0=15, d1=10, d2=10.

用两组不同起点: (1) z1’=50 和 z2’=60(较好的一对)；(2) z1’=9 和 z2’=20(很差的一对).   

迭代结果：对于(1), 迭代 4 次收敛，得到 z1*=35 和 z2*=66. 对于(2), 迭代 11 次收敛，

同样得到 z1*=35 和 z2*=66. 对于(2), 迭代前后的三条信息曲线如图 12 所示. 可见在非常极

端的情况下，迭代收敛也是可靠的2.  

 

(a)  (b) 

图 12 分界起点很差时的迭代. (a)显示迭代开始时三条信息曲线正的部分很小；(b)显示了迭代收敛

时三条信息曲线正的部分较大.  

Figure 12 The iteration with bad start points. (a) shows that at the beginning of the iteration, three 

information curves cover very small positive areas; (b) shows that at the end of the iteration, three information 

curves cover much larger positive areas.  

我们可以把 CM 算法用到一般预测，比如天气预报. 这时候就可以用 CM 算法解释语义

进化. Shannon 信道反映语言用法，而语义信道反映听众理解方式. 语义信道匹配 Shannon 信

道(匹配 I)就是理解匹配用法；Shannon 信道匹配语义信道(匹配 II)就是用法匹配理解. 语义

信道和 Shannon 信道相互匹配和迭代，就是预报者用法和听众理解相互匹配，相互促进. 

                                                        
2  检验、估计和混合模型的迭代过程见 excel 文件: http://survivor99.com/lcg/CMiteration.zip 

 



 

 

Wittgenstein 有一个著名观点：“一个词的含义在于其应用”【56】。上面结论支持这种观点。 

前面关于“老年人”例子中语义随实例先验分布 P(X)改变而改变，而上图显示的是：

P(X)不变，但是实例不可见，语言理解和使用相互匹配导致进化。两中进化有所不同，前一

种进化(两种信道随 P(X)改变)包含后一种进化。 

6.3	CM算法用于混合模型——严格收敛证明	

笔者在【15】中介绍了 CM 算法用于混合模型，其中收敛证明虽然比和 EM 算法【21，

22】即 VBEM 算法【23】的收敛证明好点，但是还不严格。下面提供更严格的证明。 

假设样本分布 P(X)是某种条件概率分布(比如高斯分布)Pθ*(X|Y)按比例 Pθ*(Y)混合产生

的. 我们只知道模型构件是 n 个. 要求的是 Pθ*(Y)和模型参数 θ*. 和检验不同，预测不再有

对错，但是要求预测的样本分布 Pθ(X)和 P(X)尽可能接近(似然度尽可能大)，相对熵即 KL 距

离 H(P||Pθ)尽可能小.  

CM 算法的基本思想是不断最小化 R-G，直至 R-G 接近 0， 这时候 H(P||Pθ)也接近 0. 

我们考虑高斯分布函数的混合. 迭代之前初始化 P(Y)(比如假设等概率)，初始化高斯分

布函数 

P(X|θj)= Kj exp[-(X-cj)2/(2dj)2],  j=1, 2, …     (5.10) 

中的参数 cj和 dj. 其中 Kj 是归一化系数. 然后开始迭代运算.  

混合模型的 CM 迭代算法(兼和 EM 算法比较)： 

Left-step-a: 令 P(yj|X)是通过 P(X|θ)和 P(Y)产生的, 等于 EM 算法中的 E-step【21】，即 

( | ) ( ) ( | ) / ( ) ( ) ( ) ( | )j j j k k
k

P y X P y P X P X P X P y P X   ， ，j=1, 2, …  (5.11) 

Left-step-b：调整 P(Y)(EM 算法中没有这一步，VBEM 这一步不同), 即轮流用下面两

个公式做局部迭代： 
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直至P(Y)不变,  记为P+1(Y). 这样做的原因是: 1)由(5.11) 产生的Shannon信道P(Y|X)同P(X)

和 P(X|θj)一般不相匹配, 即∑i P(xi)P(Y|xi)≠P(Y). 重复上式也会减小相对熵 H(P||Pθ)(后面证

明); 2)这一步也能减小相对熵.  

如果相对熵 H(P||Pθ)小于一个极小值,  比如 0.0001 比特, 则迭代结束. 否则继续. 

Right-step：通过改变参数最大化语义互信息: 
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然后转到匹配 II-a. 在 EM 算法中，这一步是最大化负的联合熵 Q=-NH(Y,X|θ)【21,22】，在

VBEM 中，这一步是最大 Q+NP(Y)≈NG 【23】. 

CM 算法混合模型收敛证明：证明 Pθ(X) 收敛到 P(X)也就是证明 H(P||Pθ)收敛到 0. 首
先我们求 H(P||Pθ)的表达式(EM 算法收敛证明没有提供)。为此先定义 
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容易证明 R″-G=H(P||Pθ).  然后得到 
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  (5.15) 

1( || ) " = ( || )H P P R G R G H Y Y
         (5.16) 

CM 算法中的三步似乎正好分别改进 R, H(Y+1||Y)和 G. 然而，收敛证明难在：当我们最

小化 R 或 H(Y+1||Y)时，其他两项也会改变。 
因为在每一个 Left-step-b 之后, R-G= H(P||Pθ). 所以不断减小 R-G 就能使 G 接近 R 且

H(P||Pθ)接近 0. 因为 Right-step 在最大化 G 的时候不改变 R，剩下的问题就是证明 Left-step 
a 和 Left-step b 如何最小化 R-G： 

( | ) ( | )
( ; ) ( ; ) ( ) ( | )[log log ]

( ) ( )
j i i j

i j i
i j i i

P y x P x
R G I X Y I X P x P y x

P y P x


      (5.17) 

我们仿照求解 Shannon 信息率失真函数 R(D)用到的变分方法和迭代方法(参看[ ], p. 316)。
现在, 失真量 dij 变成语义信息量 I(xi;θj)= log[P(xi|θj)/P(xi)]；R(D)函数的参数 s 变成 1。因为

P(Y|X) 和 P(Y)相互依赖，为了最小化 I(X;Y)-I(X;θ)，我们用拉格朗日乘子法固定一个优化另

一个。优化 P(Y|X)的限制条件是 

( | ) 1,  1,2,...,j i
j

P y x i n           (5.18) 

优化 P(Y)的限制条件是 

( ) ( ) ( | ), 1, 2j j j i
i

P y P x P y x j        (5.19) 

所以拉格朗日函数是 

( ; ) ( ; ) ( | ) ( )i j i j
j j

F I X Y I X P y x P y          (5.20) 

为了优化 P(Y|X)，令 / ( | ) 0j iF P y x   . 于是得到优化的 P(Y|X)(具体推导从略): 

*( | ) ( ) ( | ) / ( ) ( | )j i j i j k i k
k

P y x P y P x P y P x   , i=1,2,…,n;  j=1,2   (5.21) 

这正是 EM 算法中 E-step 和 CM 算法中 Left-step a 用到的公式.  

为了优化 P(Y)，我们固定 F 中的 P(yj|xi)并且令 / ( ) 0jF P y   . 于是得到优化的 P(Y) : 

*( ) ( ) ( | )j j j i
i

P y P x P y x , j=1,2,…,n    (5.22) 

这正是 Left-step-b 用到的公式。它和式(5.21)一起在 Left-step b 中不仅最小化 R-G, 也

最小化 H(Y+1||Y)使之为 0。 

容易证明，二阶偏导都大于 0， 所以 Left-step-a 和 Left-step-b 都最小化 R-G。从而减小



 

 

R″和相对熵 H(P||Pθ) . 证毕. 

和 EM 算法的收敛证明比，CM 算法的收敛证明更加清晰，严格；迭代收敛也明显较快

[15]. 下面是一个混合模型例子。这个例子是对 EM 算法收敛证明的的挑战。流行的 EM 算

法收敛证明【22】认为不断增大 Q 可以达到目的，并且认为 Q 在 E-step 是不减的. 然而，

下面这个例子中，Q 在 E-step 中可能会下降；正是因为 Q 在第一个 Right-step-a 之后下降，

Q 才能接近收敛时的 Q. 具体数据和结果参看表 4 和图 13. 

表 4 真实和猜测的参数及迭代结果 (R<R*) 

Table 4 Real and guessed model parameters and iterative results for Example 2  (R >R*) 

 Real parameters 

 

Starting parameters

H(P||Pθ)=0.680 bit 

Parameters after 5 Right-steps 

H(P||Pθ)=0.00092 bit 

 c d P*(Y) c d P(Y) c d P(Y) 

y1 35 8 0.1 30 8 0.5 38 9.3 0.134 

y2 65 12 0.9 70 8 0.5 65.8 11.5 0.866 

 

 

Fig. 13  The iterative process as R>R*. H(P||Pθ)=R”-G decreases in all steps. R is monotonically decreasing. 
G increases in all Right-steps and decreases in all Left-steps. G and R gradually approach G*=R* so that 
H(P||Pθ)=R”-G is close to 0. Five iterations are needed for convergence. 

图 13 R>R*时的迭代过程. H(P||Pθ)=R”-G 在每一步减小. R 单调减小,  而 G 在所有 Right-step 增大, 

在所有 Left-step 减小. G 和 R 逐渐接近 G*=R* , 使得 H(P||Pθ)=R”-G 接近 0.  迭代 5 次后收敛. 

实际迭代例子表明 CM 算法在大多数情况下收敛很快,  包括子模型分布重叠的情况. 

马近文, 徐雷和 Jordnan【57】证明了 EM 算法在子模型分布不太重合的情况下有较好的渐

进收敛率, 而在重合较多的情况下不然. 这个结论也是是可信的, 因为重合少时真模型的后

验联合熵 H*(X,Y)就小, 相应的联合似然度 Q*就大, 不断增大 Q 就可以收敛. 

混合模型求出以后，使用模型就是根据 X 选择 yj. 可以采用式(5.7)。另外，我们也可以

用真值函数构造混合模型，使得模型适合信源可变场合。对此需要进一步研究。 

6 总结 

本文讨论了 BI 的缺点，提出用新的数学框架优化语义通信和机器学习， 用真值函数或



 

 

语义信道代替贝叶斯后验。这一框架通过第三种贝叶斯定理，把已有的模糊集合论和概率论

结合在一起， 进而用真值函数产生似然函数， 把两者带进 Shannon 信息公式得到语义信息

公式， 再用语义信息公式优化机器学习。这样做的好处是：语义信息准则不仅等价于最大

似然准则，也兼容正则化的最小误差平方(RLS)准则。机器学习被抽象为两个信道相互匹配。

文中提出几种信道匹配(CM)算法，用以解决机器学习中三个比较困难的三个任务：多标签

分类，最大似然估计（包括和不可见实例分类），和混合模型。文中提供了一些计算实例。 

理论分析和计算实践都表明，这些算法有能大大减少机器学习的工作量并提高学习的可靠

性。 

文中使用了 R(G)函数——它是信息率失真函数 R(D)的改进版本，G 取代 D 可理解为用

正则化最小误差平方(RLS)取代失真。通过 R(G)函数，迭代的收敛证明严格而且直观， 特

别是 CM 算法用于混合模型的收敛证明，明显优于 EM 算法的收敛证明。 

新的数学框架主要用于估计、预测或分类的优化，但是只能支持或改进并不能取代已有

的很多数学方法，比如深度学习、神经网络、概率图模型、梯度下降等方法。它也有局限性：

1)它要求有较大样本， 以便把样本序列转换为较为均匀的样本分布；2)对于缺少 X 的先验

P(X)的场合，它可能不如 BI；3)要解决频率发生器(比如骰子)的频率问题，它也不如 BI。 

新的数学框架中，不同类型的学习(包括标签学习和选标签分类)是： 

 求语义信道学习： 给定 P(X)，P(Y|Y)，求 T(θ|X)和 Y=f(X), 包括 P(X)迁移到 P’(X)

的学习。对应无监督学习。 

 通过观察条件求两种信道学习：给定 P(X)，P(X,Z)，求最大互信息 Shannon 信道(即

最优 Y=h(Z))和语义信道。对应半监督学习。 

 通过信源 P(X)求两种信道(包括似然函数)学习：1)给定 P(X)和似然函数类型(比如

类型是高斯分布)，求 P(Y|X)和 P(X| θj)=P(X) P(yj|X)/P(yj) (all j)。 对应无监督学习。 

还有其他学习，有的能划到这三种学习，有的不能。比如很少标签的半监督学习，本文

方法没有涉及。一个设想是把一个带标签实例当做一个假设，用假设的似然函数做新的样本

分布。对此需要结合已有方法做进一步研究。 

作为一个新的数学框架， 它一定有很多不完善地方，和其他数学方法的衔接也需要研

究。这些都需要在实践中不断改进。欢迎更多研究者一起探索。 

   

致谢 感谢汪培庄教授鼓励和支持(汪培庄教授是作者 1990 年在北师大数学系做访问学
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补充材料： 
1） 信道匹配算法用于检验，估计和混合模型实例(Excel 文件，有说明)下载： 

 http://survivor99.com/lcg/CMiteration.Zip 

2）关于信道匹配算法更详细讨论：http://survivor99.com/lcg/CM/Recent.html 包括从 EM

算法改进到 CM 算法的通俗讲解： EM算法的问题和出路	
3）广义信息论(包括 R(G)函数)研究：http://survivor99.com/lcg/books/GIT/   
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From Bayesian Inference to Logically Bayesian Inference: 

A New Mathematical Framework for Semantic Communication 

and Machine Learning 
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Technology University,  

Fuxin, Liaoning, 123000, China 
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Abstract: Bayesian Inference (BI) uses Bayes’posterior whereas Logical Bayesian Inference (LBI) 

uses truth function or membership function as the inference tool. The LBI is proposed mainly 

because the BI is not compatible with classical Bayes’ prediction and has not used logical probability 

in fact and hence cannot express semantic meaning. In the new mathematical framework, statistical 

probability and logical probability are strictly distinguished, used at the same time, and linked by 

the third kind of Bayes’ theorem newly found so that the likelihood function and the truth function 

can be converted from one to another; a semantic channel that consists of a group of truth functions 

can be directly derived from a Shannon channel. The semantic communication model is used as the 

machine learning model. It has two parts: receivers’ label learning which lets semantic channel 

match Shannon’s channel and senders’ label selection or classification which lets Shannon’s channel 

match semantic channel. The Maximum Semantic Information (MSI) criterion is equivalent to the 

Maximum Likelihood (ML) criterion, and compatible with the Regularized Least Square (RLS) 

criterion. The two channels’ mutual matching can conveniently achieve multi-label classifications 

with the considerations of the class imbalance and the changed prior distribution of instances, 

without the need to consider the binary relevance. Using the Channels’ Matching (CM) algorithm, 

an iterative method, we can achieve unseen instance classifications and maximum likelihood 

estimations，which belongs to semi-supervised learning. Differently, the CM algorithm for mixture 

models, which belongs to unsupervised learning, repeatedly minimizes the difference between 

Shannon’s mutual information and semantic mutual information. The convergences of two kinds of 

iterations can be strictly proved by R(G) function, wich is the improved rate distortion function R(D), 

where G is semantic mutual information and can be understood as negative regularized distortion. 

Some examples of applications to supervised, semi-supervised, and unsupervised learning are 

provided. Theoretical analyses and actual computations shows that in most cases of machine 



 

 

learning, the LBI can perform better than the BI. Finally, the LBI’s limitations are discussed.      
Keywords ： Bayes’ theorem; Logical probability; Truth function; Semantic communication; 

Machine learning; Multi-label classification；Maximum likelihood estimation; Mixture models 

  

 

 


