借助罩鱼模型从哈特莱信息公式推导出广义信息公式
鲁晨光
笔者提出的广义信息（量）公式[1]，是哈特莱和申农的经典信息（量）公式的自然推广。为了使大家更好地理解广义信息公式的合理性，本文借助罩鱼模型，从哈特莱信息公式逐步推导出广义信息公式。

一、哈特莱信息公式和图解通信的罩鱼模型

哈特莱信息公式是
                 I = logN                            （1）

其中I表示确定N个等概率事件中的一个出现时提供的信息[2]。如果事件y把不确定范围从N1个缩小为N2个，那么信息就等于
            Ir =I1-I2=logN1-logN2=log（N1/N2）          （2）

我们且称这个公式是哈特莱相对信息公式。在说明此公式的性质之前，讲一个用鱼罩子捕鱼的故事。
鱼罩子是用篾做的，象过去的家用烤火罩，形如半球壳，上面有个圆口，适合浅水捕鱼。小时候看人家用鱼罩子捕鱼，我也拿个通了底的篮子学着捕。也真捕到了。后来我总结经验：鱼罩子大，容易罩住鱼，但是罩住以后抓鱼困难些。如果鱼罩子和池塘一样大，那就百发百中，但没有意义。用篮子或小鱼罩子罩鱼，虽然罩中困难，但若罩到了，抓就很容易。
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图1  度量信息的罩鱼模型
一个不确定事件就像是池塘里随机出现的一条鱼。设语句y=“罩住鱼了”，y就提供了关于鱼的位置信息。如N1是池塘面积，N2是鱼罩子底面积，信息就是I=log（N1/ N2）。N2相对N1越小，信息量越大。这正反映了篮子的优点。当N2= N1时信息是0，这正反映若鱼罩子和池塘一样大，罩中也没有意义。至于鱼罩子和篮子相比的优点（不容易出错），上面公式不能反映，因为使用哈特莱公式有这样的前提：客观事件必然是N2个事件中的一个。相当于假设鱼罩子或篮子不会罩不中鱼。后面推导出的广义信息公式将包容“罩不中”情况。

二、模型改进――事件空间变为可能性空间
用哈特莱公式计算信息要求N个事件是等概率的，即P=1/N，但是通常的情况并不如此。比如，鱼在水深的地方可能性大些，在水浅的地方可能性小些。这时候如何处理？我们用实际的概率代替假设的等概率，即用P1代替1/ N1，用P2代替1/ N2。于是，哈特莱信息公式就变为

I =log（1/P）                      （3）
哈特莱相对信息公式就变为：

Ir = log（P2/ P1）                    （4）

三、以集合为条件的相对信息公式
设鱼所在位置为随机变量X，取值于集合A，A={x1，x2，…}；随机事件Y是关于X所在区域（即鱼罩子覆盖区域）的报告，Y取值于B，B={y1，y2，…}，yj=“xi ∈Aj”（“xi在集合Aj中”）。于是，P1可写成P（xi），P2可写成P（xi|xi ∈Aj）。简记P（xi|Aj）= P（xi|xi ∈Aj），P（xi|Aj）是以集合为条件的条件概率。于是上面相对信息公式变为
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这个公式是以集合为条件的相对信息公式。因为它基于罩鱼模型，我们称之为“罩鱼信息公式”。值得注意的是，一般情况下，以集合为条件的条件概率P（xi|Aj）和以语句yj为条件的条件概率P（xi |yj）是不等的。
P（xi|yj）= P（xi|“xi ∈Aj”）=P（xi |“xi ∈Aj”被报告）   （6）
报告yj可能不准，也可能是谎言，然而xi ∈Aj表示yj为真。所以
P（xi|Aj）= P（xi|xi ∈Aj）=P（xi |“xi ∈Aj”为真）     （7）

如果两者相等，即报告（预言或命题）总是真的，或总是和事实一致，上面公式就变为经典信息量公式2：
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对它求平均就得到申农互信息公式。

四、罩鱼信息公式的性质及其用于测量信息的度量
现在以温度测量为例，说明如何用罩鱼信息公式度量测量信息。

一个温度读数可看成是一个关于鱼罩子覆盖区域的报告，实际温度可看成鱼的位置。于是罩鱼模型可以用于度量温度测量信息。假设温度集合A={x1，x2，…}，温度读数集合B={y1，y2，…}，X和Y是表示温度和温度读数的随机变量，并且读数是Y= yj 时，最大可能的温度是xj。假设“鱼罩子”清晰，即当读数是yj 时，实际的温度应在某个确定范围Aj内，比如Aj =[xj－0.2，xj+0.2]。于是，实际xi发生时，yj提供的信息如上面的罩鱼信息公式（5）所示。这里我们并不保证读数yj一定正确，如果操作不当，读数不准，计算出的信息就是负的（集合清晰时信息是负无穷大）。
设集合Aj的特征函数是Q（Aj|xi）（取值0或1，呈矩形），根据Bayes公式，有
P（xi |Aj）=Q（Aj | xi ）P（xi ）/Q（Aj ）    （9）

其中Q（Aj）是Q（Aj | xi）的平均值。即
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                （10）

由（9）和（10），我们得到罩鱼信息公式的另一种形式：
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它是经典信息公式和广义信息公式之间的过渡。上面各变量及信息量随xi的变化如图2所示。
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图2 罩鱼信息公式图解
五、混淆范围模糊时的测量信息和降水量预测信息――广义信息
温度测量读数提供的信息和降水量数值预测（如“降水量大约是10毫米”）的信息在本质上是一样的。温度测量或数值预测时，我们希望误差越大，信息越小，甚至是负的。事实最符合预测时信息量最大，假设为m。这个公式：
I = m-k|xi-10|                  （12）
就比较符合常识（参看图3）。
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图3 一个假想的较为符合常识的信息量公式图解
但是，对于“降水量不小于10毫米”或“明天有小到中雨”之类预测提供的信息，公式（12）不是能计算的。下面我们推导出一个不但具有式（12）优点，也能弥补其缺点的信息公式。上面假定Aj是清晰集合。特征函数Q（Aj|xi）可理解为xi和xj相混淆的概率。对于清晰集合Aj，如果xi在Aj中，混淆概率是1，否则是0。而实际情况是，Aj可能是模糊的，混淆概率可能在0和1之间变化。混淆概率实际上是模糊集合隶属度或命题逻辑概率的不同说法，函数曲线Q（Aj|xi）可以来自清晰集合统计[4]（参看图4）。
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图4 混淆概率（或隶属度或逻辑概率）函数来自清晰集合特征函数的统计

具体做法是：假设做许多次试验，当读数Y= yj时改变xi，只有当xi和xj的差异大到一定程度，读数yj才会变化。不引起读数变化的所有xi构成的集合是一个清晰集合，多次（设为n->无穷大）试验得到许多这样的集合sj1，sj2，…sjn。然后定义
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是xi和xj 相混淆的混淆概率，也就是xi在模糊集合Aj 上的隶属度，或命题yj=“xi在模糊集合Aj中”的逻辑概率。其中，Q（sjk|xi）是集合sjk的特征函数 （等于0或1）。要计算混淆范围模糊时的温度测量信息，只需要用混淆概率函数取代前面的集合特征函数，公式形式如同（11），既：
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这就是广义信息（量）公式。不同的是，这里Q（Aj|xi）是山形函数而不是矩形函数。广义信息公式可以理解为鱼罩子边界模糊时的罩鱼信息公式。
公式（14）的几何性质如图5所示。它表明，当读数是yj时，实际发生的xi 与xj差别越大，信息量越小。差别大到一定程度，信息量就是负的；Q（Aj）越小，信息的绝对值越大。用这个公式度量数字图像信息、海啸预测信息、设计图纸信息等也是可行的
。

六、感觉信息度量

考虑人眼相应不同灰度等级的象素的视觉信息。假设灰度是X＝xi，相应的感觉是Y=yj，所有和xj相混淆的xi构成模糊集合Aj，Q（Aj|xi）是人眼把xi和xj相混淆的概率。于是，视觉信息和温度测量信息在本质上完全相同，用公式（14）可以度量一种灰度视觉yj提供的关于xi信息。据此，笔者根据感官分辨力优化图像通信得到许多有意义结论，参看文献5。

七、语义信息度量

在笔者看来，预测信息是比事实陈述信息更具有一般性的语义信息。当预测和事实一致时，预测信息就变为事实陈述信息。所以，度量一般语义信息必须考虑预测和事实是否一致。

如果把Q（Aj|xi）（在0和1之间变化）理解为命题yj的可信度或逻辑概率，公式（14）就可以用于度量语义信息或预测信息（参看图5）。这时，可以假设相应于每个命题yj，存在一个柏拉图式的理念xj（可能不在Aj中），命题yj（xj）的可信度是1。可以把Q（Aj|xi）理解为xi和理念xj相混淆的混淆概率。于是，语义信息和测量信息在本质上相同。
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图5 广义信息（测量信息，感觉信息，预测信息）公式图解

不难证明，该公式对于“明天有小到中雨”这样的非数值预测的信息度量也是合理的；在预测不准时算出的信息量（可能是负的）也是合理的[1]。负信息表示错误的预测或谎言会减少已有的信息。

上面的Q（Aj）也可以说是谓词yj（X）的逻辑概率，或命题yj的先验逻辑概率或平均逻辑概率。于是，语义信息量公式可以写成下面易于理解的形式。
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八、广义Kullback公式，广义互信息公式及广义通信优化
对广义信息I（xi；yj）求平均，就得到广义Kullback公式
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其中，对数后面的P（xi）也可以不是来自统计，而是来自主观估计，记它为Q（xi）。这时的P（X|Aj）变为Q（X|Aj）。广义Kullback信息公式的性质可以通过图6来说明。
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图6 广义Kullback公式性质图解
可以证明，预测Q（X|Aj）和事实P（X|yj）越是重合，信息量越大，信源P（X）或先验估计Q（X）越是与事实P（X|yj）不同（表示预测的事情越是出乎意外），信息量越大。这和波普的科学进步评价准则是一致的（后面讲到）。当Q（X|Aj）＝P（X|yj）时，上面公式就变为Kullback公式。再对I（X； yj）求平均，得到广义互信息公式
I（X；Y）=H（X）-H（ X|Y）=H（ Y）-H（ Y|X）       （17）
其中
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其中，H（X）被称为预测熵，它反映当主观预测的信源和实际信源不一致时，按最优方式编码的平均码长下限。H（X|Y）是以一组集合Aj，j=1，2，…为条件的的条件熵。H（Y）是广义熵，当集合清晰时，它反映给定误差限制集合时的最短平均码长[1]，正巧就是复杂性理论中的复杂性失真率（rate-complexity-distortion）[6]。H（Y|X）是广义条件熵或模糊熵。可以证明Deluca-Termini模糊熵[7]是上面模糊熵的特例。容易证明，模糊性会减少信息的绝对值，但是在预测不准的情况下，模糊性可以减小负信息。这和鱼罩子大则罩中容易同理。这也就是为什么预言家大多喜欢使用模糊语言，为什么对于可能不准确的预测，我们往往做模糊理解。对于感觉信息，感官分辨率低则模糊熵大，信息量小。另一方面，降低感观分辨率会减小噪声带来的信息损失；这就是为什么电视图像雪花点过多时，离得远些，视觉效果反而好些。

广义互信息公式对优化广义通信有重要意义。经典信息率失真理论研究的是通信优化问题：给定失真限制，申农信息（传输的比特）最少需要多少？或者是，在给定申农信息时，失真范围最小可达多少？可惜，那里的失真是人为定义的，没有客观标准。有了广义信息公式，就可以用广义信息量替代失真量作为评价通信质量的准则，把信息率失真论改进为保精度信息率论，由此可以得到许多重要结论[1]。比如：听信算命先生信口开会减少已有的信息；用谎言迷惑敌人，也需要一定的客观信息；人眼感官分辨率和图像精度之间存在最优匹配，视觉分辨率有限，图像精度太高反而不好。
如果先验估计Q（X）等于信原P（X），预测熵H（X）就变为申农熵。进一步，如果事实P（X|yj）等于预测Q（X|Aj），就有P（yj）＝Q（Aj）（对于所有j），广义熵H（Y）也变为申农熵，广义互信息就变为申农互信息。可见，申农互信息是广义互信息在预测和事实总是一致时的特例。

九、广义信息公式和波普科学进化论的一致性

广义信息公式（14）的性质如图7所示。为便于理解，不妨把图中预测理解为对股市指数、降水量、温度……或产量的预测。三个山型曲线表示三个不同预测――用以比较精确预测和模糊预测，对更偶然事件的预测和对不很偶然事件的预测。由此图可以引出结论：精确预测信息的绝对值更大，但因容易出错，更容易导致负信息；把更偶然事件预测准了信息量更大。
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图7 广义信息公式的性质

关于科学理论的进步标准，波普写道：“凡是包含更大量的经验信息或内容的理论，也即在逻辑上更有力的理论，凡是具有更大的解释力和预测力的理论，从而可以通过把所预测的事实同观察加以比较而经得起更严格检验的理论，就更为可取。总之，我们宁取一种有趣、大胆、信息丰富的理论，而不取一种平庸的理论。”[8]根据波普的证伪理论，命题在逻辑上越容易被证伪（也就是说逻辑概率Q（Aj）越小），而事实上经得起检验（也就是说Q（Aj|xi）越大），命题提供的信息就越多，越有意义。反之，在逻辑上不能被证伪的永真命题（也就是说Q（Aj|xi）＝Q（Aj）＝1）不含有信息，没有科学意义。可见，虽然广义信息公式是经典信息公式的自然推广，却与波普的科学进化论有惊人的一致性。

【点评】作者借助罩鱼模型直观地讲解信息量公式，进而导出广义信息公式，解释感觉信息和语义信息，从一个独特角度理解波普理论，这些都有启发。罩鱼模型似乎还有可斟酌之处。作者的一个未言明的假设是：鱼塘里有且只有一条鱼；否则，公式（2）不成立。又设鱼塘只有鱼罩的四倍，罩住鱼的信息为2比特，比任何二中择一等可能事件的信息都要大，似乎也有悖于直观。（苗东升）
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