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Abstract: I proposed rate tolerance and discussed its relation to rate distortion in my book “A Generalized Information 
Theory” published in 1993. Recently, I examined the structure function and the complexity distortion based on Kolmo-
gorov’s complexity theory. It is my understanding now that complexity-distortion is only a special case of rate tolerance 
while constraint sets change from fuzzy sets into clear sets that look like balls with the same radius. It is not true that the 
complexity distortion is generally equivalent to rate distortion as claimed by the researchers of complexity theory. I con-
clude that a rate distortion function can only be equivalent to a rate tolerance function and both of them can be described 
by a generalized mutual information formula where P(Y|X) is equal to P(Y|Tolerance). The paper uses GPS as an example 
to derive generalized information formulae and proves the above conclusions using mathematical analyses and a coding 
example. The similarity between the formula for measuring GPS information and the formula for rate distortion function 
can deepen our understanding the generalized information measure.  
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GPS 信息和限误差信息率 
——及其和信息率失真及复杂性失真之间的关系 

 
鲁晨光 1 

 
摘  要：在我 1993 年发表的《广义信息论》中，我提出限误差信息率(或者叫: 信息率容差，rate-tolerance)并讨

论了它和信息率失真之间的关系。最近我了解到 Kolmogorov 的结构函数及基于其复杂性理论的复杂性失真。我

现在知道复杂性失真只是限误差信息率在限制集合由模糊变为清晰并呈球形时的特例; 复杂性理论研究者肯定

的复杂性失真和信息率失真之间的一般等价关系是不对的；一个信息率失真函数只能等价于一个特定的限误差信

息率函数，两者都能用 P(Y|X)=|P(Y|容许误差)时的广义互信息公式描述。文中用 GPS 作为例子推导出广义信息公

式，并且通过数学分析和编码举例证明了上述结论。度量 GPS 信息的公式和信息率失真函数表达式的相似性可

以加深我们对广义信息测度的理解。 
 
关键词：广义信息；语义信息；GPS 信息；信息率失真；数据压缩；Kullback 公式；Bayes 公式 
 

1 引言 
我写这篇文章有两个原因。其一是，我在 1993

年发表的专著《广义信息论》[1]中介绍了如何推广

Shannon 信息论[2]到更一般领域，包括语义信息和感

觉信息领域。我在书中介绍信息率失真的两个新版

本：限误差信息率 R(AJ)（本文记为 R(T)，英文写成

rate-tolerance, 直译为：信息率容差）和保精度信息

率 R(G)，讨论了它们和信息率失真之间的等价关系。

后来又发表文章进一步讨论这些问题 [3] [4]。最近，我

了解到基于 Kolmogorov 复杂性理论的结构函数[5]和

复杂性失真[6]，发现复杂性失真只是限误差信息率的

特例, 复杂性理论研究者肯定的复杂性失真和信息

率失真之间的一般等价关系是不成立的。其二是，我

在上书中同时介绍了如何根据人眼色觉分辨率度量

色觉信息，最近我发现，GPS 提供信息以类似的方

式；并且通过对 GPS 信息的度量，可以加深我们对

信息率失真的理解。这篇文章中，我首先介绍如何度

量 GPS 提供的信息，然后讨论和数据压缩理论相关

的的那些函数的等价关系。 

2 GPS 信息——从统计信息到预测信息 

2.1 GPS 精度和集合 Bayes 公式 

全球定位系统（Global Positioning System） 

简称 GPS。我们通常假设目标实际位置以 GPS 读数为

中心正态分布。 

我们假设信源是带有 GPS 跟踪器的被盗小车，

为简化起见，其位置用一维离散随机变量 X 表示，实

际可能位置是 x1, x2, … 它们构成集合 A={ x1, 
x2, …}。 我们用 Y 表示 GPS 读数， Y 的实际取值是

y1, y2, …; 它构成集合 B={ y1, y2, …}。 读数 yj即 xj

的估计，通常写为 jx̂ 。那么在信源等概率假设下，

读数 yj出现时，xi发生的条件概率分布是（如和图 1

所示）： 
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图 1. 反映 X 和 xj的混淆概率和相似度的 GPS 的误差函数 

 

GPS 精度常见的表示法是均方根差（root mean 

square error， 简写为 RMS）表示法1。DRMS=10 米

就表示σ=10米，目标有68.2%的可能性在以读数xj

为中心，半径10米的圆圈之类。2DRMS=10米就表示

2σ=10 米， 目标有 95.44%的可能在半径为 10 米的

圆圈之类。常见的还有一种是圆概率误差（CEP）表

示法，CEP 是 10 米， 就表示实际位置有 50%可能落

在以 GPS 读数为中心半径=10 米的圆圈之内。  

请注意， 一般情况下， P(X)不是等概率的， 条

件概率 P(X|yj)也不会呈正态分布。比如，汽车在公

路上的先验概率比较大， 即使 GPS 定位小车在公路

附近农田里， 那也并不意味着汽车在农田里概率最

大。要表示 GPS 独立于信源的特性，它最好被写为 
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我们应该把上面曲线理解为 xi 和 xj混淆概率函

数或 xi 和 xj的相似度。其最大值等于 1。 而条件概

率 )|( ji yxP 对 xi 求和等于 1， 对于连续分布其最

大值是 0.399/σ。 
混淆概率可以来自随机集合的统计[7][8]。假设做

很多次分辨实验，每次确定一个 A 中子集，其中元

素和 xj想混淆。 做 N 次实验就得到 N 个子集，它们

的左右边界可能不同，如果有 Ni个子集包含 xi, 那么

混淆概率就等于： 
NNxxc iNji /lim),(

∞→
=             (3) 

我们定义模糊糊集合[9]Aj={所有和 xj 相混淆的

xi}, 那么 xi 在 Aj上隶属度，记为 Q(Aj|xi),  就可以用

混淆概率 c(xi, xj)来定义, 即 Q(Aj|xi)= c(xi, xj)。 
Q(Aj|xi)也可以被理解为 xi 和 xj 的相似度，或命

题 yj=“X is about xj”在 xi 发生时的逻辑真值或 yj 的

后验逻辑概率。而 yj 的先验逻辑概率就是 Q(Aj|xi)的
平均值： 

)|()()( iji
i
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1 http://www.igage.com/mp/GPSAccuracy.htm 

它也就是Zedah曾提出的模糊事件的概率[10]。已知X
在 Aj中， 求 X 的概率分布， 我们有集合 Bayesian
公式[4]或广义 Bayesian 公式[8]： 

)(/)|()()|()|( jijijiiji AQxAQxPAxxPAxP =∈=  (5) 

后面讨论信息率失真函数和限误差信息率函数

时， 我们将看到，上面关于 Q(Aj)和 P(xi|Aj)的公式

一再出现。当 Aj是清晰集合时，P(xi|Aj)的图解见图 3。 

2.2 从统计信息到预言信息 

要度量一个 GPS 读数提供的信息，用 Shannon

熵 H(X)公式或 Shannon 互信息 I(X;Y)公式都是不行

的。因为它们是用来度量平均信息的[2]。为此，有人

提出用 Shannon 互信息公式中的对数部分度量单个

事件提供的信息[11], 公式是： 
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但 是 因 为 这 个 公 式 能 导 致 负 的 信 息 ( 当

P(xi|yj)<(P(xi)时)，所以很多人对此有疑问。 

我接受这个公式，因为负信息可以理解为因谎言

或错误预测而增加的编码长度。但是， 度量 GPS 信

息还要考虑事实检验，因为根据常识，定位准确，信

息就多， 定位不准， 信息就少，甚至是负的。我且

称 GPS 信息是预言信息， 而 Shannon 信息是统计信

息。 

我们把经典信息公式（6）中的条件”yj ”改为

“yj为真”，即用 xi∈Aj取代 yj，那么公式(4)就变为： 
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注意：除了需要先验预测 P(X)和真值函 Q(Aj|X), 
我们还需要用以检验的事实 X=xi. 

 
图 2. 预言信息公式图解 

 
由图 3 可见，事实和预测完全一致时，即 xi=xj,，

信息量最大；随着误差增大， 信息量渐渐变小； 误

差大到一定程度信息就是负的。这是符合常理的。



Q(Aj)越小， 信息量越大。有两个因素决定 Q(Aj)大
小， 一是预测精度，即 σ， 它越小，Q(Aj)就越小； 

二是 Q(Aj|xi)覆盖区域的 P(xi)大小，P(xi)越小， Q(Aj)

就越小。这样我们就有结论：预测精度越高，或者事

件越是出乎意外，信息的绝对值就越大。同时犯错误

的可能性也越大， 检验也就越严峻。如果经得起检

验，即 Q(Aj|xi)较大， 信息量就越大。这一公式非常

符合 Popper 关于科学理论进步的信息准则(见 [12], 

章节 10-II)。 

2.3 理想 GPS 和普遍必然命题的信息 

假设有理想 GPS， 它被定义为： 

1） 混淆概率仅取 0，1 二值； 

2） 声称实际目标 100%落在指定范围内。 

一个可能的混淆概率函数如图 2 中的矩形所示。信息

量公式变成 
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其图解如图 3所示。 

 

 
图 3. 理想 GPS 和普遍必然命题提供的信息 

 
不难证明，只要有一个 xi 不在 Aj 中，求得的平

均信息都是-∞。信息负无穷大就意味着：我们按照

语义为分布是 P(X |Aj)的信源编码时，只要有一个 xi

不在 Aj中， 则编码长度无论多大，都会失败。 

根据 Popper 理论，对于普遍必然命题， 只要

有一个反例，该命就被证伪了[12]。上面公式正好反

映 Popper 的这一思想。根据上面公式， 对于永真命

题和永假命题，或者永远半真半假的命题，都有

Q(Aj|xi)/ Q(Aj)=1， 所以信息量都是 0。这也和

Popper 理论一致。 

日常语言中，由于接收信息者总是假定有意外

事件的可能，或者说按模糊方式理解所有命题，负无

穷大信息极少发生。 

2.4 广义 Kullback 公式及其用于预测优化 

如何求 yj 提供关于 X 的平均信息？开始我采用

Kullback 公式： 
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这里假设 P(X|Y)=P(X|Y 是真的), 即对于所有 xi, 
P(xi |yj)= P(xi |Aj). 但是实际上， 两者未必相同。后

来我发现， 保留对数左边的条件概率，采用公式 
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反而使得公式更有解释力。 这是非常重要的一步， 

因为这样就能反映信息来自事实检验。这就是广义

Kullback 公式。这里，P(xi |yj)就是证据, 而 P(xi |Aj)
是理论预测，P(xi)是先验知识。Theil 曾经提出的信

息差公式与此类似[13], 但是上面公式含义更丰富。 

 我们可以把-logP(xi)理解为我们原先为 P(X)按
最优式编码时 xi的码长，-log P(xi |Aj)理解为 yj出现

后我们为 P(xi |Aj)按最优方式编码时 xi的码长。这样， 

I(X; yj)就是因预测 yj而节省的平均码长。 

 

 
图 4. 图解广义 Kullback 公式 

 
图 4 表明，理论预测 P(X|Aj)越是接近事实

P(X|yj)， 信息量越大， 最大值就是 Kullback 信息；

信源或先验估计 P(X)越是与事实 P(X|yj)不同(表示预

测的事情越是出乎意外)，信息量越大。 

现在假设X是经济指标， 我们用两个参数 xj 和
σj 预测经济指标， 即逻辑条件概率是 
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上面广义 Kullback 公式就可以用于预测的评价和优

化。 

设z是某种客观因素，<yj, σj>表示一种预测, 被

预测的经济指标的条件概率是 P(X|z)。 选择哪个预

测<yj, σj>最好？ 改变 <yj, σj>,  使广义 Kullback 
信息 
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达最大的<yj, σj>就最好。对于 GPS 精度 σ 和读数 yj

的选择， 上面公式同样适用。 

 如果预测经常不准， 或者发信人有意说谎, 收

信人可以总结经验，修改语义, 比如令 

)|(max/)|()|( ikkijij xyPxyPxAQ = for all xi   (13) 

这样将能使实际收到的信息接近统计信息。 

2.5 广义互信息公式 

对 I(X; yj)求平均，我们得到广义互信息公式:  
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当预测和事实一致时，I*(X;Y)可以写成 
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下面讨论中，我们将一再看到类似公式. 

 从上面公式可见，Shannon 广义互信息是广义互

信息在预测总是和事实一致时的特例。它也反映节省

的平均码长。Shannon 互信息可以理解为通信成本， 

而广义互信息可以理解为通信的效用，其上限是

Shannon 互信息。 

3 限误差信息率及其和信息率失真及复杂

性失真之间的等价关系 

3.1 从信息率失真到复杂性失真 

在为声音、视频、经济、地理位置…数据编码

时，适当的有失真编码将大大提高通信效率。为此

Shannon 提出 Rate distortion 理论[2]，并且得到 T. 

Berger[14] 等人（[15]，第十章）的大力发展。 

假设我们为数字 X 编码，设离散随机变量 X∈
A={x1, x2, …}和 Y∈B={y1, y2,…}分别表示源码和目

的码，信源是前后无关的。假设 yj和 xi之间的失真是

dij =d(xi, yj), 那么它的平均值就是 

∑∑=
j
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给定信源P(X)和E(dij)的上限D, 改变P(Y|X), 求
Shannon 互信息的最小值: 
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R(D)就是信息率失真函数。Shannon 证明了，它反映

为每个数字编码的最短平均码长（通过分组编码实

现）或最小信息速率（忽略两者之间的微小差别）。 

但是，数据压缩实践中，我们需要对每对(xi, yj)
之间的误差给出限制。为此，Kolmogorov 提出基于

其复杂性理论的结构函数[5]，最近又有人提出复杂性

失真[6]。复杂性理论把一个字符串的最短编码长度叫

做这个字符串的复杂性。有失真编码时，如果 

cjiji Dyxyxd ≤−= 2)(),( ,  for all i, j   (18) 

成立，那么对于每个 xi, 集合 B 上存在一个以 yi为中

心的失真球 Bi， 用球中任何一个 yj表示 xi都可以。

同时对于任何 yj, A 上存在一个以 xj 为中心失真球

Aj ，yj 可以是 Aj 中任何一个 xi 的代表. 球的半径都

是 Dc
0.5。给定信源和失真球限制，可以求出最小平均

码长或 Shannon 互信息（忽略微小误差），设为 C，
它是 Dc的函数， 即 C=C(Dc). 它就是复杂性失真函

数[6]。采用同样的编码，假设对于每个 yj, 失真球 Aj

中元素一样多, 为 S=|Aj|, hx(Dc)=logS 就是结构函数。 

然而， 我们也需要不同尺寸的容差集合或容差

球，用以限制编码误差。比如, 随着颜色的明度增加，

人眼对色差的敏感性减弱，这意味着，对于较暗的颜

色，我们需要较小的容差，对于较亮的颜色，我们需

要较大的容差。  

3.2 定义限误差信息率并证明复杂性失真是其

特例 

设 AXB 上存在相似关系, xi和 yj之间的相似度

是 cij=c(xi, yj)= c(xi, xj) ∈[0,1]， 比如，如(2）所示。

对于每个 xi, B 上存在一个容差集合 Bi, yj 在 Bi上的

隶属度是 cij. 对于每个 yj, A 上存在一个容差集合 Aj，

xi 在 Aj 上的隶属度也是 cij. 这也就是说，这些容差

集合可以是模糊的，并且有 

ijijji cxAQyBQ == )|()|(         (19) 

如果对于每个 Bi,  

)|()|( ijij ByPxyP ≤ , for yj∈B  as Q(Aj|xi)≠1  (20) 

我们称一组集合 T={B1, B2,…}是对 xi, x2, …的编码的

容差。如果 B1, B2,…是清晰集合， 即 cij∈{0,1}, 上
面限制变成 

0)|( =∑
j

ij xyP , for all yj ∉ Bi       (21) 

现在，在允许我们选择和 xi相似的 yj代表 xi时， 
给定 P(X)和 T, 改变 P(Y|X), 求最小信息速率 R(T),  
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就是限误差信息率。很显然，当 B1, B2,…是分别以 y1, 
y2为中心的大小一样的球或区域，R(T)就变成 C(Dc). 
所以 C(Dc)是 R(T)的特例。 

下面假设 B1, B2, …是清晰集合时，看 R(T)和 R(D)
之间的等价关系。 

现在考虑函数 R(D)。 我们把 xi 和 yj 之间的

失真定义为： 
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根据公式(21)和(23), 限制E(dij)≤D=0和限制T等价, 

即 R(D=0)=R(T)。所以 C(Dc)也是 R(D)的特例。 

3.3 反映信息率失真和复杂性失真之间等价关

系的广义熵 

下面证明, 当 T 是一组清晰集合时，R(D=0) 等
于一个广义熵。 

我们知道，Rate-distortion 函数的参数表示

([16], 316 页)： 
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其中 

∑=
j

ijji sdyP )exp()(/1λ         (25) 

令 s= -1/(2σ2), 我们可以看出 GPS 信息和信息率失真

之间的清晰联系。这样就可认为 exp(sdij)= Q(Bi|yj), λi 
=1/ Q(Bi), 于是得到和(15)相似的公式： 
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并且 
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当 T 是一组集合清晰时，exp(-∞)=0, exp(0)=1, D=0
时，R 和 s 无关. 于是有 
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虽然 Q(Bi)是 P(Y)的函数, 但是并不是任何一个

H*(X)都等于一个 R(D)。 改变 P(Y)使得 H*(X)达最

小， 设为 HP(Y)*(X), 它才等于 R(D=0): 
)](log)([min)(*)0(

)()( ii
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所以 R(T)= R(D=0)=HP(Y)*(X)。 

仅 当 所 有 Bi 大 小 一 样 呈 球 形 时 ， 才 有
C(Dc)=R(T)=R(D=0).  

给定 T 时 X 的条件熵是 
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如果在每个失真球 Aj中元素相等，为 S=|Aj|, 并
且等概率发生，H(X|T)就变成结构函数 hx(Dc)。 

现在我们看到，一般情况下，结论 C(Dc)=R(Dc) [6]

是不对的。肯定失真-信息率和期望的结构函数之间

有一般等价关系[5]，也是不对的。因为在复杂性理论

中，那些容差球是清晰集合，而在信息率失真理论中，

那些容差球是模糊集合，后者较前者限制更松。下面

我们用编码例子说明它们的差别。 

3.4 用一个编译码例子说明 R(Dc)<C(Dc) 

这个例子也将显示如何改变 P(Y|X)从而减少

I(X;Y)的思路。 

Example: A={1,2,3,4}, B=(1,2,3,4), 允许误差

|X-Y|≤1。给定 P(X), 通过适当的编码得到 R. 
实际的数据压缩过程是：P(X)→信源编码→存储

和传输→解码→P(Y), 我们这里不考虑中间环节（中

间可能要采用分组码），只考虑用怎样的编码即 P(Y|X)
可以减少 I(X;Y)得到 R. 

公式（28）提示我们，对于每个 xi, 逻辑概率

Q(Bi) 越大越好；不同的 Bi之间相互越重叠越好。这

样条件熵 H(X|Y)就较大， 信息 I(X;Y)= H(X)-H(X|Y)
就较小。 

如果简单用 y2表示 x1和 x2; 用 y3表示 x3和 x4, 

平均信息量是 1 比特。 现在我们参看公式（25）和

（28），采用优化方法给信源编码。让 X=1 时，Y=2；
X=4 时，Y=3；X=2 或 3 时，Y=2 或 3，随机产生。这

样，就有表 1数据。 

表 1 为 C(Dc=1)寻找 P(Y|X)  

P(xi) xi yj P(yj) Q(Bi) -P(xi)logQ(Bi)
0.25 1 1 0 P(y2)=0.5 0.25 
0.25 2 2 0.5 P(y2)+P(y3)=1 0 
0.25 3 3 0.5 P(y2)+P(y3)=1 0 
0.25 4 4 0 P(y4)=0.5 0.25 

 

注意，Q(B2)=Q(B3)=1, 所以 X=2 或 3 时，传递

信息是 0. 所以 

R(T)=C(Dc）= - 0.25log0.5-0.25log0.5=0.5 比特。 

但是，这时候 E(dij)=0.75<1. 下面编码可以证明

R(Dc )<C(Dc). 
现在令 dij=(yj-xi)2，求 E(dij)≤D=Dc=1 时的 R。令

s=-0.45, y2= y3=0.5, Q(Ai|yj)=exp[s(yj-xi)2], 
P(yj|xi)=P(yj|Ai), 于是有表 2数据。  

表 2 为 R(D=1)寻找 P(Y|X) 

P(xi) xi P(y2|xi) P(y3|xi) P(yj) Q(Bi) -P(xi) 
logQ(Bi)

0.25 1 0.8 0.2 0 0.395 0.335 
0.25 2 0.903 0.097 0.5 0.816 0.073 
0.25 3 0.097 0.903 0.5 0.816 0.073 
0.25 4 0.2 0.8 0 0.395 0.335 
 

那么, 根据(24), 有 D=0.994, 
 R(D)=sD+H*(X)=-0.447+0.816=0.369 比特。 

可见，一般情况下 R(Dc)<C(Dc )。 

3.5 限误差信息率和信息率失真之间的等价关

系 

我们假设 T={ B1, B2, …}是一组模糊集合，

Shannon 互信息是 I(X;Y)= H(Y) - H(Y|X)。当容差限制

是 T 或不等式(20)时，下式成立时： 
)|()|( ijij ByPxyP = , for all i,j       (31) 

P(Y|X)最分散，所以 H(Y|X)最大。这个等式对于 R
是必要的， 但不是充分的。改变 P(Y)使 I(X;Y)达到

最小值，我们就得到限误差信息率函数: 
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假设Q(Bi|yi)=exp(sdij) for all i, j, 参看3.3节，我

们得到 R(T)== R(D). 这意味着 R(D)函数是 R(T)函数

在 Q(Bi |yj)=exp(sdij) for all i,j 时的特例。其中 s 就反

映预测的精度，s 越大，所需要的信息速率就越大。 
显然，广义信息测度和 R(D)函数之间存在深刻

联系，它们都和误差及语义密切相关。 

4 总结 
本文以 GPS 为例，推广经典信息公式到广义信

息公式， 讨论限误差信息率和信息率失真怎样和广

义互信息公式相联系，证明了信息率失真 R(D)是限

误差信息率 R(T)的特例, 而复杂性失真 C(Dc)是信息

率失真 R(D)的特例。文献[1][4]中我还讨论了热力学

系统中最大熵原理和限误差信息率之间的关系，提出

用广义信息下限 G 取代 D 得到 R(G)函数，G/R 就表

示通信效率, 包括发信者谎言导致敌人信息损失的

效率。关于这些，我将在别处进一步讨论。 
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