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摘要：不固定 Shannon 信道或产生假设的规则，求解 大互信息和 大似然度(等价于 大平均

对数似然度)，是非常困难的，我们不得不使用迭代方法。根据鲁晨光提出的语义信息测度和 R(G)

函数(信息率失真函数 R(D)的推广; G 是语义互信息的下限)可以得到一种新的迭代方法，用于检

验、估计、混合模型。该语义信息测度被解释为平均对数标准(normalized)似然度, 而似然度由真

值函数通过语义贝叶斯推理产生。一组真值函数构成一个语义信道，语义信道和 Shannon 信道相

互匹配和迭代就能得到产生 大互信息和 大平均对数似然度的 Shannon 信道。该算法可谓信

道匹配算法，简称 CM 算法。迭代的收敛可以通过 R(G)函数得到直观解释和证明。CM 算法用

于检验、估计和混合模型的几个例子显示运算简单(可以用 Excel 文件演示)，收敛快速(随机选择

的例子，收敛需要的迭代次数大多接近 5 次)。对于混合模型，CM 算法和 EM 算法类似； 但是

和标准 EM 算法比，CM 算法有更好的收敛性和更多潜在应用。 

关键词：Shannon 信道；语义信道；语义信息；似然度；混合模型；EM 算法; 机器学习。 

 

演示迭代的 Excel 文件下载：http://survivor99.com/lcg/CM-iteration.zip  

 

1 引言 

用 大互信息或 大似然度准则优化检验，估计， 预测， 分类， 及机器学习是非常重要

的。互信息意味节省的平均码长并给予小概率事件的正确预测以更高评价，在信源不是等概率的

时候应该是很好的准则。然而 Shannon 信息论[1]使用失真准则而不是互信息准则优化检验和估

计，这是因为优化需要改变 Shannon 信道，但是不固定 Shannon 信道， 就不能计算互信息。 

“ 大似然度”(ML)出现在很多文章中，它有两个不同含义。 只有少数意指本文所说的

大似然度。考虑信息传递 

事物 X—>观察特征 ZϵC—>假设 Y=f(Z) 

其中 X, Y, Z 是离散随机变量， f(Z)是决策函数， 它确定 C 的一个划分和一个 Shannon 信道。 

优划分提供 大互信息(MMI). 对于给定一个 Shannon 信道，存在一个 大似然度；对于所有

可能的 Shannon 信道(可能受到一定限制， 比如条件概率是高斯分布的限制), 存在另一种 大

似然度。它等价于 大平均 log 似然度(MALL)。本文重点讨论后者， 即 MALL。后面 大似然

度意指 MALL。 



 

 

 大互信息和 大似然度是如此相关，以至于我们在寻求 大互信息分类的时候，我们可能

需要用似然度方法；在我们需要寻求 大似然估计(其中所有不同估计的概率分布是不确定的)的

时候， 我们可能需要使用信息和熵的概念。 近几十年，信息测度[1]和似然度[2]之间的关系已

经引起越来越多的关注[3][4][5]。 

我们是否可以把似然度放进信息公式中，更有效地结合 Shannon 信息论和似然度方法？

Akaike [3]指出: 大似然准则等价于 小 Kullback-Leibler (KL)距离(divergence)准则[6]。这是一

个重要发现。然而，这一距离并不意味传递的信息。虽然一些研究者使用的 log(相对似然度)[5]

或 log(标准似然度)[6])很像是信息测度，但是它们不能直接用 KL 公式或 Shannon 互信息公式表

示， 原因是样本分布一般不同于似然函数。 

已有不少求解 大互信息和 大似然方法，包括 Newton 方法[7]，EM 算法[8]， 小 大方

法[9]。但是我们仍然想要更高效率，收敛理由更清楚， 更广应用的不同迭代方法。 

非常不同的是，鲁晨光于 1993 [10][11][12]直接用平均标准(normalized)似然度定义语义信息

测度，得到广义 KL 公式和广义互信息公式。虽然他没有提到“似然度”， 但是他使用“预测

的概率”， 这实际上就是似然度。所得信息公式之所以被称之为语义信息公式，是因为其中似

然函数是通过假设 Y 的真值函数, 加上 X 的先验概率分布产生的。鲁晨光还提出 R(G)函数，它

是 Shannon 信息率失真函数 R(D)[13]的推广，其中 G 是语义互信息或平均 log 标准似然度的下

限，R 是给定 G 时 Shannon 互信息的 小值。现在我们发现，用鲁晨光的信息测度和 R(G)函数

可以更方便地求解 大互信息和 大似然度。 

 为了介绍鲁晨光的方法并显示它和流行的似然方法和流行的信息论方法兼容，我们先说明

鲁氏真值函数和似然函数之间的联系。一个真值函数等于一个标准似然函数加上一个系数，这个

系数使得真值函数的 大值是 1，并取值于实数区间[0,1]。给定样本分布或信源, 通过语义贝叶

斯推理，真值函数和似然函数可以相互确定。一组真值函数构成一个语义信道，表示接收者理解

的一组假设的语义；而 Shannon 信道表示发送者使用假设的规则。  

这一发现具体说来，就是让语义信道和 Shannon 信道相互匹配和迭代可以求出检验，估计

和混合模型的 大互信息和 大似然度(其中混合模型通常用 EM 算法[8]求解)。特别是，通过

R(G)函数，我们可以容易解释和证明新的迭代算法的收敛性。我们且称这种算法为信道匹配算法， 

或 CM 算法。 

下面我们首先联系似然方法简要介绍语义信道，语义信息测度和 R(G)函数——用尽可能和

流行的似然方法兼容的方式；然后举例说明如何将 CM 算法用于检验，估计和混合模型； 后比

较 CM 算法和 EM 算法从而显示 CM 算法的优点和意义。 

2 语义信道和语义贝叶斯推理 

语义信道由一组模型的真值函数表示。下面我们从 Shannon 信道谈起。 

2.1 Shannon 信道和转移概率函数 

设 X 是表示信源(或数据，样本)的随机变量，取值于集合 A={x1, x2, …, xm}; Y 是表示信宿(或

假设)的随机变量，取值于集合 B={y1, y2, …,yn}; Z 是表示观察条件的变量(或矢量)的随机变量，

取值于集合 C={z1, z2, …, zw}. 我们根据 Z，选择 Y, 预测 X。比如对于天气预报，X 是日降雨量，

Y 是预报语句(比如“明天有小到中雨”)，Z 是预测依据的气象数据；对于医学检验，X 是真有病

或真没病， Y 是阳性或阴性，Z 是化验数据。 



 

 

我们用 P(X)表示 X 的概率分布，P(X)又叫信源；用 P(Y)表示 Y 的概率分布，P(Y)又叫信宿。

Shannon 把概率 P(yj|X)函数(yj 不变 X 变)称作 yj 的转移概率函数，那么一个 Shannon 信道就是一

组转移概率函数，P(yj|X), j=1, 2, …, yn 构成的： 
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其中双向箭头表示等价。转移概率函数有如下性质： 

1)和条件概率函数 P(Y|xi)和 P(X|yj)不同，它们是归一化的， 而转移概率函数 P(yj|X)不是归

一化的， 即一般情况下，∑i P(y1|ei)≠1. 

2)可以用 P(yj|X)和 P(X)做贝叶斯推理得到 X 的后验概率分布 P(X|yj)(客观的统计结果，不是

似然函数), 而且 P(yj|X) 乘上一个系数 k， 推理不变, 即 
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2.2 语义通信模型和语义信道 

从假设-检验的角度看，X 是证据或样本，Y 是假设; 我们用样本概率分布 P(X|.)检验和评价

一个假设。现在我们用 ϴ表示模型变量，用 θj 表示 ϴ的一个取值，并且 Y=yj时，ϴ=θj。 我们用

yj(X)表示一个谓词, 其语义被真值函数 T(θj|X)ϵ[0,1]所定义。流行方法中的模型 θ就是这里的 ϴ。 

这里的似然函数 P(X|θj)就是流行方法中的似然函数 P(X|yj, θ)。一个模型 θj 包含一个或几个模型

参数， 所以我们也可以像在流行的似然度方法中那样，把 θj理解为预测模型的参数。不同的是，

一个预测模型在这里可以独立地用真值函数表示出来。我们也可以认为 T(θj|X)是用标准似然函

数定义的，即 T(θj|X)=k P(θj|X)/P(θj)= k P(X|θj)/P(X), k 使得 T(θj|X 的 大值是 1. T(θj|X)就是假设 yj

的或谓词 yj(X)真值函数，所以我们有时也可以把 T(θj|X)写成 T(yj|X)。当 X=xi时， 就有命题 yj(xi)，

命题的真值是 T(θj|xi)。如果 T(θj|X)ϵ{0,1}，它就是 A 上使 θj为真的子集的特征函数。所以我们可

以把 θj理解为一个模糊集合的特征函数或隶属函数[14]。 

对比流行的似然度方法，上述方法使用子模型 θ1 , θ2, …, θn而不是一个模型 θ or ϴ, 而一个

子模型是从一个似然函数 P(X|θj)中分离出来的，是通过真值函数 T(θj|X)定义的。P(X|θj)等价于流

行的似然度方法中的 P(X|yj, θ)。一个检验 yj的样本也是一个子样本，或条件样本。这些改变将使

新的似然度方法(即语义信息方法)更加灵活，更加兼容 Shannon 信息论。 

当 X=xi时，yj(X)变成命题 yj(xi), 其真值是 T(θj|xi). 于是，一个语义信道由若干真值或真值函

数构成： 
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真值函数 T(θj|X)也不是归一化的，其 大值是 1。其意义是：作为预测模型，它和 P(yj|X)及 

P(θj|X)类似，可以做贝叶斯推理——语义贝叶斯推理(或者说集合贝叶斯推理[10])， 产生似然函

数： 

( | ) ( ) ( | ) / ( ) ( ) ( ) ( | )j j j j i j i
i

P X P X T X T T P x T x     ，
     (2.4) 

其中 T(θj)就是 yj的逻辑概率，我们也可以把它写成 T(yj)。由公式(2.2)可知， 当真值函数和转移

概率函数成正比的时候，语义贝叶斯推理和贝叶斯推理等价。上述公式曾被 Thomas 提出[15]。 

yj 的逻辑概率 T(θj)和被选择的概率 P(yj)非常不同。T(ϴ)也不是归一化的，  一般有

T(θ1)+T(θ2)…+ T(θn)>1。设 y1=“小雨”(“明天有小雨”的简写， 后面同理)， y2=”中雨”， y3=”

小到中雨”。一定有 T(θ3)≈T(θ1∪θ2)>T(θ1), 但是可能 P(y3)<P(y1)或 P(y3)=0。一个永真句，比如

“有雨或无雨”，的逻辑概率是 1， 但是它被选择的概率几乎是 0。 

 P(X|θj)和 P(X|yj)不同，P(X|yj)是样本的概率分布(注意样本也是有条件的)。实际上样本和 yj

只有时间上的先后关系而没有必然因果关系，即P(X|yj)只表示 yj被选择后X发生的概率。而P(X|θj)

则来自根据 yj的语义的推理。和流行的统计方法不同， 本文假设样本较大，我们并不直接使用

时间序列中的样本，而是统计出这些样本在集合 A 中元素上的概率分布。 

 一个语义信道后面总有一个 Shannon 信道。以天气预报为例，转移概率函数 P(yj|X)反映预

报语句 yj 的选择规律，因预报员而异——有人预报对的多，有人预报错的多。而 T(θj |X)反映 θj 

的语义，主要取决于语言的定义， 但是也受过去的预报规则的影响(后面详谈)。不同的人理解的

语义 T(θj |X)是大体相同的。 

2.3 理解 GPS 定位——似然函数还是真值函数？ 

 考虑全球定位系统(GPS)显示屏上的定位(小圆圈)的语义。它表示实际位置大概在某处。即

yj=”X≈xj”。 一个时钟，一个秤，一个温度表，含义类似。具有这样含义的 yj通常被称为无偏估

计。设 ZϵCj时，yj=f(Z| ZϵCj), 则 P(yj|X)=P(Cj|X), j=1, 2, …, n, 构成一个 Shannon 信道，反映估计

的选择规则。而一个无偏估计的语义信道可以表示为： 

T(θj|X)=exp[-|X-xj|2/(2d2)], j=1, 2, …, n        (2.6) 

其中 d 是标准差。考虑 GPS 定位的特殊环境如图 2 所示。其中定位指示小车在高楼上，楼的左

边是高速公路，右边是普通公路。请问小车在哪里可能性 大？  

 

图 1  GPS 定位图解。先验概率分布不均且不断变化时，如何根据定位预测小车实际位置？用山形分布的

真值函数表示定位语义，可以得到和常识一致的概率预测，而用似然函数表示定位的语义不行 



 

 

根据常识， 小车在高速公路上概率 大。如果直接用似然函数预测小车位置，小车在楼顶

上的概率 大——这是不对的。用转移概率函数表示定位的语义，这个想法很好。但是转移概率

函数是难以得到的， 特别是在定位有系统误差的时候。用猜想的转移概率函数， 并且忽略不必

要的系数，那它就变成式(2.5)的真值函数了。根据语义贝叶斯公式，预测的小车的概率分布或似

然函数是 
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这样就能利用先验知识，和贝叶斯推理兼容，得到和人脑推理一致的结论，不会认为小车在

楼顶上概率 大。其中分子就是 T(θj)，很像是热力学和统计学中的配分函数。 

 从 GPS 的例子可以看出，语义信道比 Shannon 信道简单。后面将说明：医学检验的语义信

道也比 Shannon 信道更简单，更易于理解。 

3 语义信息测度及语义信道(预测模型)优化 

下面提供 大语义信息估计，它在本质上就是 大标准似然度估计，它将兼容 大似然估计

和 大似然比估计，但是适合信源可变的场合。 

3.1 用真值函数和标准似然度度量语义信息 

在 Shannon 信息论中，只有统计概率，没有逻辑概率， 也没有预测的概率(似然度)。鲁晨光

曾提供的语义信息测度同时用到这三种概率[10]。其中 yj提供关于 xi的信息量就是标准似然度的

对数：  
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其中用到语义贝叶斯公式，并假设先验似然度等于先验概率。对于无偏估计，真值函数和信息之

间的关系如图 2 所示。 

 



 

 

图 2 语义信息图解。偏差越大， 信息越少；逻辑概率越小，信息量越大；错误预测提供

的信息是负的。 

 对 I(xi; θj)求平均，就得到广义或语义 Kullback-Leibler(KL)公式(后面简称语义 KL 公式)： 
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对数左边的是统计概率 P(xi|yj)，i=1, 2, …，它们构成样本概率分布 P(X|yj)(注意：样本分布也

是有条件的), 是用以检验θj的。如果 yj=f(Z|ZϵCj), 那么就有P(X|yj)=P(X|ZϵCj)(后面简记为P(X|Cj))。 

虽然 Akaike 揭示了似然度和 KL 信息之间的联系[4] ，但是广义 KL 信息和似然度之间的关

于更加简单。KL 信息可以写成相对熵 H(P(X )||P(X|yj))， 意味用 P(X)取代 P(X|yj)失去的信息，

广义 KL 信息意味失去信息的减量(即增加的信息)；随 likelihood 增大而增大。而根据 Akaike 解

释，KL 信息随 likelihood 增大而减小。所以广义 KL 信息更符合我们的信息观念。它可能是负

的， 正好表示错误预测或谎言会减少语义信息或似然度。 

 对 I(X;θj)求平均，就得到广义或语义互信息公式： 
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其中 H(X)是 X 的 Shannon 熵，ϴ是一组模型 θ1, θ2, …, θn中一个。H(X|Θ)是 X的广义后验熵.

如果 P(X)是根据预测得到的，记为 Q(X)(后面用到), 则相对熵或 KL 距离 
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其中 Hϴ(X)是 X 的广义熵。容易证明，每一种广义熵都大于或等于它所对应的 Shannon 熵。仅在

预测和统计一致时，两者相等。  

假设相应 yj有 Nj个样本，它们来自 Nj个独立同分布随机变量，其中 Nij个是 xi, 当 Nj无穷大

时，就有 P(X|yj)= Nij/Nj。因此就有 log(标准似然度)： 
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对不同的 yj, j=1, 2, …, n 求平均，就得到平均 log(标准似然度)，它和语义互信息的关系： 
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  (3.6)  

可见 大似然准则等价于 小广义后验熵准则。因为优化模型 θj 或 ϴ 时，P(X)不变，所以

大语义信息准则也等价于 大似然准则。容易证明，Shannon 互信息是语义互信息在似然函数

和样本分布符合时的特例，后者兼容前者。 

3.2 语义信道优化 

优化一个模型 ϴ等价于优化一个语义信道。给定 yj时优化 θj，也就是优化 T(θj |X), 于是有 

 ( | )
*( | ) arg max ( ; )

j

j j
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       (3.7) 

I(X; θj)可以写成两个 KL 距离的差， 
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     (3.8) 

因为 KL 大于或等于 0，所以当 

P(X|θj)=P(X|yj)           (3.9) 

时，I(X; θj) 大，等于 KL 信息 I(X; yj)。 两边除以 P(X)得到 

( | ) ( | )

( ) ( )
j j

j j

T X P y X

T P y




 或 T(θj|X )∝P(yj|X)       (3.10) 

令 T(θj|X)的 大值等于 1，可以得到 

T*(θj|X)=P(yj|X)/P(yj|xj*)         (3.11) 

其中 xj*是使 P(yj|X)达 大的 xi。P(yj|X)通常很难求解，但是有了样本分布 P(X|yj)和 P(X)，求解

T(θj|X)反而比求解 P(yj|X)容易，因为： 

T*(θj|X)= [P(X|yj)/P(X)]/[P( xj*| yj)/P(xj*)]       (3.12) 

其中 xj*也是使 P(X|yj)/P(X)达 大的 xi.  

在式(3.3)中，我们可以固定 P(Y|X)，通过改变 T(X|ϴ) 大化 I(X; ϴ)。这一过程可谓“语义信

道匹配 Shannon 信道”。在 P(X|θj)=P(X|yj)或 T(X|ϴ)∝P(Y|X)对所有 j 成立时，语义互信息 I(X; 

ϴ)达到其 大值， 并且等于 Shannon 互信息 I(X;Y). 这时语义信道匹配 Shannon 信道。但是反过

来，令 P(yj|X)∝T(θj|X)(对所有 j)未必能增加 Shannon 互信息或语义互信息。给定语义信道，可能

存在更好的 Shannon 信道， 传递更多的语义信息。后面谈及。 

像 大后验估计——简称 MAP(Maximum A Prior)估计，MSI 方法也考虑先验。 不同的是

MAP 考虑 ϴ的先验，MSI 考虑的是 X 的先验。但是和 MAP 相比，MSI 估计更和贝叶斯推理兼

容。上述模型优化方法可谓 大语义信息(MSI)方法。式(3.7)适合参数估计;，而等式(3.11)和(3.12)

适合于大样本非参数估计， 



 

 

4  Shannon 互信息和语义互信息的匹配函数 R(G) 

R(G) 函数是信息论失真函数即 R(D)函数的推广。它 初是用来解决图像压缩问题的——如

何根据视觉分辨率压缩图像。现在发现它可以用来解释两种信道相互匹配和 CM 算法。 

4.1 从 R(D)函数到 R(G)函数 

R(D)函数中 R 是信息率， D 是平均失真上限， R(D)表示给定失真上限时 Shannon 互信息

的 小值。R(G)函数类似，G 是语义信息或平均 log(标准似然度)的下限，R(G)表示给定 G 时

Shannon 互信息的 小值。信息率失真函数 R(D)的参数形式是[15] :  
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         (4.1) 

其中 λi=∑j P(yj)exp(sdij)是配分函数，类似于语义贝叶斯公式中的逻辑概率。 

现在我们用 Iij= I(xi; θj)=log[T(θj|xi)/T(θj)] 代替 dij。给定信源 P(X)和语义信道 T(ϴ|X), 令 G 是

语义平均信息 I(X; ϴ)的下限，求 Shannon 互信息的 小值 R=R(G), 它被定义为： 

( | ): ( ; )
( ) min ( ; )

P Y X I E G
R G I X Y

 
                    (4.2) 

其中 I(X; Y)是 Shannon 互信息。仿照带参数 s 的 R(D)函数的推导过程[16]，那么我们得到 R(G)

函数的参数表示[11][12]: 
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    (4.3) 

其中 mij=T(θj|xi)/T(θj)=P(xi| θj)/P(xi)是标准似然度，λi.=∑j P(yi) mij
s。我们也可以用 mij= P(xi| θj)，

它导致相同的 mij
s/λi. R(G)函数曲线的形状是碗形的，如图 3 所示. 

 

 



 

 

图 3 二元信源的 R(G)函数。P(x0)=P(x1)=0.5。s=1 时 R=G，意味着语义信道匹配 Shannon 信道; 右上角

高点意味着 Shannon 信道匹配语义信道，R 和 G 同时达 大。 

和 R(D)函数不同， 给定 R 时， G 有 大值， 也有 小值。 小值是负的，意味着要造成

敌人 大信息损失， 也必须有相应的客观信息 R。当 R=0 时， G 是负的， 意味着，听信随机

预测， 会减少我们已有的信息。 

在信息论失真理论中，dR(s)/dD(s)=s(s≤0)。容易证明， 也有 dR(s)/dG(s)=s。但是 s 可以小

于 0， 也可以大于 0。s 增大提高预测模型的正确性和精度，等于减小条件概率或转移概率分布

的标准偏差。 

s 由正的 s1变位-s1时， R(-s1)=R(s1)且 G 从语义互信息的上限 G+变为下限 G-(见图 3)。 

当 s=1 时，λi=1，R=G；意味着语义信道匹配 Shannon 信道，两种信息相等。 

当 s=0 时，R=0， ( =0) ( )ij i
i j

G s I P e 。我们记 c=G(s=0)。 

 我们以二元信源为例说明 R(G)函数。假设 P(x0)=P(x1)=0.5 且  
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仿照二元信源信息率失真函数推导过程[13,16]， 可得 
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其中 h=(b-a)/2, c=(a+b)/2, G1=G-c。R(G)函数图形如图 3 所示, 其中假定 T(Θ1|x1)=T(Θ0|x0)=1

且 T(Θ1|x0)=T(Θ0|x1)=0.2。于是 b=0.737 比特, a=-1.585 比特, c=-0.424 比特。 

 我们可以把 r=G/R 定义为信息效率，在 s=1 即 P(X|θj)=P(X|yj)，j=1, 2, …, n 时，r 大值是

1。 

实际上，在信息论失真理论，如果允许有意制造更大的失真 D，那么 R(D)函数形状也是碗

状曲线。这意味着，我们可以借助 R(D)函数优化假情报，造成更大失真从而迷惑敌人。 

4.2 从 R(G)函数看医学检验的 大互信息和 大平均似然比 

对于医学检验(参看图 4)，这时 A={x0，x1},  B={y0, y1}。其中 x0 是真没病者， x1 是真有病

者；y0=检验呈阴性，y1=检验呈阳性。 



 

 

 

图 4 医学检验图解(二元 Shannon 有噪声信道，互信息且随判决分界点 z’改变) 

医学检验中把 x1 检验为阳性的概率叫做敏感性(sensitivity), 把 x0 检验为阴性的概率叫做特

异性(specificity) [17]. 检验的敏感性和特异性构成 Shannon 信道，如表 1 所示。 

表 1 医学检验的敏感性和特异性构成 Shannon 信道 P(Y|X) 

 真有病 x1 真没病 x0    

检验是阳性 y1 P(y1|x1)=敏感性 P(y1|x0)=1-特异性 

检验是阴性 y0 P(y0|x1)=1-敏感性 P(y0|x0)=特异性    

        

 如果我们相信阳性表示绝对有病，阴性表示绝对无病，那么就有 T(y1|x1)= T(y0|x0)=1, T(y1|e0)= 

T(y0|x1)=0。但是采用这样的语义信道，有一个反例存在，就会有负无穷大信息。为此，我们需要

考虑预测和检验的置信度(confidence level)——用 b 表示，并且用 b’=1-|b|表示不信度(no-

confidence –level,即显著性水平)。yj的其真值函数可定义为(假设 b>0)： 

T(θj|X)= b’ +bT(yj|X)           (4.5) 

设阳性 y1 的置信度 b1,不信度是 b1’; 阴性 y0 的置信度是 b0, 不信度是 b0’.则医学检验的语义

信道如表 2 所示。 

表 2 医学检验的语义信道——含有两个不信度或显著性水平 b1’ 和 b0’ 

 真有病 x1 真没病 x0    

检验是阳性 y1 T(y1|x1)=1 T(y1|x0)= b1’ 

检验是阴性 y0 T(y0|x1)= b0’ T(y0|x0)=1    

 

根据式(3.9), 两个优化的不信度是 

b1’*= P(y1|x0)/P(y1|x1);  b0’*= P(y0|x1)/P(y0|x0)          (4.6) 

医学界用似然比 LR+信道 LR-表示检验有多好. 公式(4.6)来自 大语义信息检验， 它和 大

似然比检验[17]是兼容的，因为： 



 

 

LR+ =P(y1|x1)/P(y1|x0)=1/b1’*=1/(1-b1*);  LR- = P(y0|x0)/P(y0|x1)=1/b0’*=1/(1-b0*)  (4.7) 

其中 b1*是优化的 y1 的置信度，它和 LR+是一一对应的。但是 b1*在 0 和 1 之间变化，更加

易于理解。b0*同理。 

Thornbury等人曾提出用 LR做贝叶斯推理[17]. 不信度用于语义贝叶斯推理更方便。比如1，

对于一种 HIV 检验，敏感性是 P(y1|x1)=0.917, 特异性是 P(y0|x0)=0.999, 则优化的 b1’是

b1’*=0.0011(根据式(4.6))。假设受试者来自普通人群的随机抽查，P(x1)=0.002, 则根据语义贝叶斯

公式有 

P(x1|y1)=0.002/(0.002+0.0011*0.998)=0.65; 

假设受试者来自同性恋人群，P(x1)=0.1， 则 

P(x1|y1)=0.1/(0.1+0.0011*0.99)=0.991。 

但是如果直接用阳性的似然函数 P(X|Θ1)预测 HIV 感染率，在 P(x1)变化时，过去得到的似然函数

就不再适合了。 

大似然比被用作检验优化。考虑 y1和 y0被选择的概率不同， 分别是 P(C1)和 P(C0)，则总

的似然比是： 
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  (4.8) 

这里没有考虑显著性水平限制。根据式 R(G)函数和语义互信息公式(3.3), max(logrL)=N(G+-

G-)(参看图 3 中的 G+和 G-)。因为 R 和 G+ 确定好时，s 和 G-也就确定了，所以 大似然比准则

和 大似然准则(或 大语义信息准则)是等价的。 

一个二元 Shannon 信道可能是无噪声的， 使得 R 的 大值是 Rmax=H(X)。后面检验的例子

中， 噪声是不可避免的，为了求 R 大值 Rmax——一般小于 H(X)，只能使用迭代方法。 

5 信道匹配(CM)算法用于检验和估计 

本节将介绍 CM 算法用于检验和估计，用 R(G)函数解释迭代收敛，并提供几个例子显示迭

代过程和收敛速度。 

5.1 用 R(G)函数解释信道匹配和迭代收敛过程 

匹配 I (Right-step): 语义信道匹配 Shannon 信道 

在 Shannon 信道不变时，我们改变语义信道使之匹配 Shannon 信道，即对每个 yj, 使

P(X|θj)=P(X|yj)  或 T(θj|X)∝P(yj|X)，以至于语义互信息 I(X;Θ)达到其上限 Shannon 互信息 I(X;Y)。

目的是使 G=R，即使坐标点(R, G)位于 R(G)曲线和直线 R=G 相切的地方(s=1)。细节见图 5. 

匹配 II (Left-step): Shannon 信道匹配语义信道 

                                                           
1 https://arxiv.org/abs/1609.07827 



 

 

语义信道 T(ϴ|X)不变时，我们改变 Shannon 信道 P(Y|X)使之匹配语义信道，从而使 Shannon

互信息 I(X; Y)和语义互信息 I(X; ϴ)同时达 大(达到 R(G)函数的右上方高点)。在此过程中，P(Y|X) 

匹配 T(ϴ|X). R(G)函数提醒我们，可以通过增大参数 s 提高 R 和 G。匹配时(G, R)位于图 5 中一

个 R(G)函数曲线的右上角。 

匹配 III: 语义信道和 Shannon 信道相互匹配和迭代 

依次采用匹配 I(R-step)和匹配 II (Left-step)，即迭代，使 R 和 G 同时达到 大(参看图 5)。

用似然度的语言来说，就是预测模型 ϴ 和 Y 的选择规则依次相互匹配，实现 大平均对数似然

度。可以说，一个语义信道来自一个旧的 Shannon 信道，并且可以成为一个阶梯，让我们得到更

好的 Shannon 信道； 通过新的更好的 Shannon 信道又可以得到一个更好的语义信道。这个过程

可以不断重复。 

 

 图 5 语义信道和 Shannon 信道相互匹配实现 大互信息和 大似然度。Matching I 找到 R=G

的点， 而 Matchng II 找到 R(G)函数的 高点; 重复匹配可以得到 大的 R 和 G。 

5.2 检验和估计的三个迭代实例  

CM 算法用于检验和估计，比用于混合模型简单。迭代收敛可以从 R(G)函数看出，不再证

明。下面通过具体例子说明收敛。对于图 5 所示检验，优化 Shannon 信道就是优化判决分界点 z’, 

当 Z>z’时，我们判断 Y=y1=阳性, 否则判断 Y=y0=阴性。 

  举例说，假定 Z∈C={1, 2, …, 100}。给定 x1和 x0时，P(Z|X)是高斯分布： 

P(Z|x1)=K1exp[-(Z-c1)2/(2d1
2)],   P(Z|x0)=K0exp[-(Z-c0)2/(2d0

2)] 

其中 K1 和 K0是归一化常数。从 P(X)和 P(Z|X), 可以算出样本分布 P(X|Z)。假定开始的划分

点是 z’, 比方说 z’=50, 做下面迭代运算： 

右步骤(Matching I)：计算下面各项： 

1)构成 Shannon 信道的 4 个转移概率： 
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2) 两个不信度 b1’* 和 b0’*(根据式(4.6))； 

3) 逻辑概率 T(θ1)=P(x1)+b1’*P(x0) 和 T(θ0)=P(x0)+b0’*P(x1); 

4) Iij=I(xi; θj)，对于 i=0, 1 和 j=0, 1; 

5) 给定不同 Z 时的平均语义信息 I(X; θ1|Z) 和 I(X; θ0|Z) (显示为两条曲线): 

( ; | ) ( | )j k i k ij
i

I X z P x z I  ，j=0, 1; k=1, 2, …, 100       (5.1) 

左步骤(Matching II)：比较上述两根信息曲线， 可以发现两个曲线的交叉点， 用这一点做

新的 z’. 如果它和上个 z’相同，则令 优分界点 z*=z’, 迭代结束；否则转到右步骤。 

下面是三个计算实例的报告，第二和第三个实例有两个分界点 z1’和 z2’, 迭代原理相同。 

迭代实例 1(2×2 Shannon 信道) 

输入数据: P(x0)=0.8; c0=30, c1=70; d0=15, d1=10。分界起点 z’=50。 

迭代过程: 匹配 II-1 得到 z’=53; 匹配 II-2 得到 z’=54; 匹配 II-3 得到 z*=54. 用 I(x0;Z)和

I(x1;Z)的交叉点做起点，结果是一样的。  

比较：P(X)=0.72 bit; I(X; Z)=0.55 bit; I(X; Y)=0.47 bit. 

 分析：如果使用 小误差准则， 则 优划分点是 57，而上面 z*=54。可以看出，和 小误

差准则相比， 大互信息准则准则更注重小概率事件的正确预测， 允许更多的假阳性和较少的

假阴性. 

迭代实例 2 (2×3 Shannon 信道) 

为了减少误判造成的信息损失，我们在上个例子中增加一个输出 y2, 其语义是“检验无效”。

当 z1’< Z ≤z2’(误判较多)时,令 Y=y2. 

输入数据: P(x0)=0.8; c0=30, c1=70; d0=15, d1=10。开始分界点是 z’1=50 ，z2’=60. 

迭代过程：匹配 II-1 得到 z1’=46，z2’=57; 匹配 II-2 得到 z1’=47，z2’=59; 匹配 II-3 得到 z1*=47 , 

z2*=59. 

比较：H(X)=0.72 比特; I(X; Z)=0.55 比特; I(X; ϴ)=I(X; Y)=0.52 比特。然而在实例 1 中 I(X; 

Y)=0.47 比特。所以此 2×3 信道传递信息比上述 2×2 信道多。 

这个例子也说明了，增加中性假设可以替代显著性水平限制。 

迭代实例 3 (3×3 Shannon 信道) 



 

 

 该实验用一个简化的估计测试迭代起点对速度和收敛的影响。分别一对较好的迭代起点和

一对很坏的迭代起点做比较. 

首先输入数据：P(x0)=0.5, P(x1)=0.35, P(x2)=0.15; c0=20, c1=50, c2=80; d0=15, d0=15, d1=10, 

d2=10。 

迭代结果：  

用好的分界起点 z1’=50 和 z2’=60, 迭代次数是 4; z1*=35，z2*=66。  

 用很差的分界起点 z1’=9 和 z2’=20, 迭代次数是 11; 也有 z1*=35，z2*=66。图 6 显示了迭代

前后的信息曲线(正的区域大就好)。 

(a) (b) 

图 6 分界起点很差时的迭代。(a)显示迭代开始时，三条信息曲线正的部分很小；(b)显示了迭代

收敛时三条信息曲线正的部分较大。该图说明迭代收敛是稳定的。 

5.3 分析和讨论 

以上三个例子显示 CM 算法用于检验和估计时，收敛是快速且必然的。一般迭代 3 到 5 次

就收敛。上面例子中，Z 是一维的， 如果是多维空间中的矢量，运算会复杂些， 但是收敛速度

应该类似。 

在上面例子中没有用到优化 Shannon 信道的 R(G)函数中的参数 s, 是因为 优划分点已经包

含了优化的 s 信息。不过 R(G)函数的参数形式提醒我们可以使用下面模糊决策(或分类)函数(考

虑到信息效率 G(s)/R(s): 

'
'

( )[exp( ( ; | ))]
( | )

( )[exp( ( ; | ))]

s
j j k

j k s
j j k

j

P y I X z
P y z

P y I X z







 ， j=1, 2, …, n   (5.2) 

当 s→∞,  P(yj|Z)就变成 Cj 的特征函数(在 C 被 优划分时)， 并且告诉我们 优划分点。即使

Z 是多维空间矢量，上式同样成立， 从而可以省去寻找边界的麻烦。 

我们可以把 CM 算法用到一般预测， 比如天气预报， 和用于估计类似。只是真值函数更加

多样化。这时候 CM 算法就可以解释语义进化。Shannon 信道反映语言用法，而语义信道反映听

众理解方式. 语义信道匹配 Shannon 信道(Right-step)就是理解匹配用法；Shannon 信道匹配语义

信道((Left-step)就是用法匹配理解。语义信道和 Shannon 信道相互匹配(迭代)，就是演讲者用法

和听众理解相互匹配，相互促进。自然语言应该就是通过这种方式进化的。 



 

 

 如果样本分布不连续或不规则，两条信息曲线 I(X; θj|zk)和 I(X; θj+1|zk)会不会不止一个交点，

会不会导致局部收敛？这需要进一步讨论。 

6  CM 算法用于混合模型 

本节将用 CM 算法求解混合模型， 借助于 R(G)函数证明迭代收敛， 用两个例子说明迭代

过程和收敛速度。然后比较 CM 算法和 EM 算法。 

6.1 用 R(G)函数解释迭代过程 

 假设样本分布 P(X)是某种条件概率函数(比如高斯分布)P*(X|Y)产生的。我们只知道模型构

件 Y 是 n 个，但是不知道真的 P(Y)， 记为 P*(Y). 要求的是接近 P*(Y)的 P(Y)和接近 P*(X|Y)的

P*(X|Θ)。和检验不同，检验中的 Z 和 X 现在合并成 X. 预测不再有对错，但是要求预测的样本

分布——记为 Q(X)——和 P(X)尽可能接近， 即相对熵 H(Q||P)尽可能小。 

我们再分别用 P*(Y|X)和 R*=I*(X;Y)表示相应的 Shannon 信道 P(Y|X)和 Shannon 互信息

I(X;Y)。当 Q(X)=P(X)时，应有 P(X|Θ)=P*(X|Y)，G=G*=R*。求解 大似然混合模型和求解 大

似然检验和估计不同，在 Shannon 信道匹配语义信道(即 Left-steps)的时候，我们并不求 大互信

息 I(X; Θ)，而是求尽可能和 P*(X|Y)一致的 P(X|Θ)(这是图 7 中 Left-step a 的目的), 以及尽可能

和 P*(Y)一致的 P(Y)(这是图 7 中 Left-step b 的目的)，也即寻求和 R*接近的 R。而流行的 EM 算

法及其变种，总是追求和证明某个似然度(比如 logP(XN,Y|Θ))在两种步骤中都只增不减。 

仅当 优模型求出后， 如果我们需要根据 X 选择 Y(判决或分类)的时候， 我们才求产生

Rmax(Gmax)的 Shannon 信道(见图 7 中 Left-step c)。 

 

图 7 用 CM 算法求解混合模型。其中显示了两个迭代例子(分别是 R<R*和 R>R*时的例子)。Left-

step a 和 Left-step b 使得 R 接近 R*(意味(G, R)纵向改善)， 而 Right-step 增大 G， 使得(G, 

R)接近直线 R=G(意味(G, R)横向改善).  



 

 

如果我们猜测 P(X)是 n 个高斯分布函数产生的， 则似然函数是: 

P(X|θj)= kj exp[-(X-cj)2/(2dj)2], j=1,2,…, n 

设 n=2，则参数是 c1, c2, d1, d2。我们不妨设 P(y1)=P(y2)=0.5。匹配从 Left-step a 开始。 

Left-step a: 令转移概率函数是通过似然函数 P(X|Θ)和 P(Y)产生的： 

( | ) ( ) ( | ) / ( ) ( ) ( |( | )j j j j j
j

P y X P y P X Q X Q X P y X  ， ） ，j=1, 2, …, n  (6.1) 

EM 算法[8]已经使用了这一公式。这一公式也是 R(D)和 R(G)函数推导过程中用到的[16]。 

于是语义互信息是： 
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    (6.2) 

Left-step b：求新的 P(Y), 即重复用下式迭代求 
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    ）
， j=1, 2, …, n  (6.3) 

求得的 P(Y)记为 P+1(Y)。这是因为式(6.1)中的 P(Y|X)并不是合格的 Shannon 信道，它不能保证∑

i P(xi)P(yj|xi)=P(yj)。上面迭代也是为了使 P(Y)和 P(X)匹配更好。Byrne 已经将这一迭代用于改进

的 EM 算法[18]. 

n=2 时，c1和 c2的选择要避免 P(y1)和 P(y2)两个同时小于或大于 P(X)分布的平均值(免得出

现 P(y1)=0 或 P(y2)=0, 再调大困难)。n>2 时，不妨在迭代开始几次避免每个 P(yj)太小，比如小

于 0.1/n 时就停止迭代。只要有一次找到 P+1(yj)=P(yj)≠0(对所有 j), 我们就应找到(G, R)收敛到

(G*, R*)的途径。以后应允许某个 P(yj)=0。 

 如果 H(Q||P)小于一个很小的数， 比如 0.001 比特，则迭代结束；否则继续。  

Right-step: 优化模型参数。即改变 log 右边似然函数中的参数. 使 I(X; Θ) 大。转到 Left 

Step a.  

关于 Left-step c 模型 P(X|Θ)优化后，或许我需要根据 X 选择 Y(决策或分类)， R(G)函数中

的参数 s 提醒我们可以采用下面模糊决策(或分类)函数 

( | ) ( )[ ( | )] / ( ) ( ) ( )[ ( | )]s s
j j j j j

j

P y X P y P X Q X Q X P y P X  ， ，j=1, 2, …, n   (6.4) 

其中 P(yj|X)类似于 logistic 函数。当 s→+∞时，模糊决策就变为清晰决策。和 MAP(Maximum A 

Prior)决策不同，上述决策仍然坚持 大似然准则。也即 大互信息准则。R 和 G 增加如图 7 中

Left-step c 所示。 

6.2 用两个例子说明迭代过程 

6.2.1 迭代实例 1 (R<R*) 



 

 

表 3 中含有产生样本分布 P(X)的 P*(X|Y)中的真实参数和产生 Q(X)的 P(X|Θ)中的参数. 从开

始的(G, R)收敛到(G*, R*)的过程如如图 7 中 R<R*的迭代所示，迭代过程如图 8 所示，迭代结果

如图 9 和表 3 所示。 

表 3  R<R*时的模型参数和迭代结果(Right-steps 5 次) 

Parameters  Real P*(X|Y) and P*(Y) Starting paremeters 

H(Q||P)=0.410 bit 

Ending parameters 

H(Q||P)=0.00088 bit 

 c d P*(Y) c d P(Y) c d P(Y) 

y1 35 8 0.7 30 15 0.5 35.4 8.3 0.720 

y2 65 12 0.3 70 10 0.5 66.2 11.4 0.280 

*The number of iterations is 5 (5 Right-steps and 6 Left-step b’s) 

 

  

图 8  R<R*时的迭代过程。其中 Rq 是式（6.4）中的 RQ. G 是单调增加的，除了第一个 left-step b, R

也都是单调增加的。 R 和 G 不断增加并逐渐接近 R*=G*使得 H(Q||P)=RQ-G 接近 0。 

 

图 9 样本分布 P(X)和模型预测的分布 Q(X)比较(5 次迭代后) 

分析：5 次 Right-step 之后，Θ中的参数就已经接近真实参数，所产生的分布 Q(X)和真值分

布比，差别也很小。但是这个过程很容易让人认为：上述三种步骤，每一步之后，G 都会增加，
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大化 G 会 小化 H(Q||P)——这是我们的目的。然而，这种想法是错误的，因为 Left a 和 Left 

b 并不一定增加 G。实际上还有大量反例存在。 幸运的是，这些反例 终也会收敛——迭代实

例 2 将说明。 

6.2.2 迭代实例 2 (R>R*)  

参数见表 4，迭代过程见图 10。 

表 4 R>R*时的模型参数和迭代结果(Right-step 5 次) 

Parameters  Real P*(X|Y) and P*(Y) Starting paremeters 

H(Q||P)=0.680 bit 

Ending parameters 

H(Q||P)=0.00092 bit 

 c d P(Y) c d P(Y) c d P(Y) 

y1 35 8 0.1 30 8 0.5 38 9.3 0.134 

y2 65 12 0.9 70 8 0.5 65.8 11.5 0.866 

 

 

图 10  R>R*时的迭代过程。其中 Rq 是式（6.4）中的 RQ. H(Q||P)=RQ-G 在所有步骤中都是减

小的。 R 单调减小, 逐步接近 R*; 在第一个 Right-step 后, G 在 Left-steps 减小，在 Right-steps 微

量增加。 

分析: G 不是单调增大的也不是单调减小的， 它在所有 Left-step 减小， 在所有 Right step

增大。这个例子是对所有证明 EM 算法或其变种收敛的作者是一个挑战。 

6.3 CM 算法收敛证明和解释 

证明 要证明 CM 算法收敛，我们需要证明 H(Q||P)在三种步骤中的每一步都是减小或非增

的。  

考虑 Right-step。设(6.1)所示 Shannon 信道传递关于 Q(X)的 Shannon 互信息是 RQ ，关于

P(X)的 Shannon 的 Shannon 互信息是 R， 我们有 
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   (6.6) 

比较关于 G 的式(6.2)和关于 RQ的式(6.4)可见 

1( || ) = ( || )QH Q P R G R H Y Y G          (6.7) 

在 Right-step, Shannon 信道和 RQ不变，语义信道或其参数变，G 的增量就等于 H(Q||P)的减

量。如果 G 增大，则 H(Q||P)减小。 

考虑 Left-step a。这时 Q(X)变为 Q+1(X)。因为 Q+1(X)是在 P(Y)不变，而似然函数 P(X|Θ)改

善后产生的，比 Q(X)更接近 P(X), 所以 H(Q+1||P)≤H(Q||P)，即 H(Q||P)是减小的。 

考虑 Left-step b。这时我们通过迭代求 P+1(Y)。结果是(G, R)移到 P(X)和 P(X|Θ)(即语义信道)

确定的 R(G)函数曲线上——从 R(D)函数[16]和 R(G)函数[12]的求解过程看出。这些过程也用类

似迭代方法。在这个函数曲线上，R(G)是给定 G 时 R 的 小值，所以 R-G=RQ-G 会减小。所以

H(Q+1||P) < H(Q||P)。 

在三种步骤中，H(Q||P)都会减小， 所以迭代收敛。 证毕。 

下面我们通过图 7 进一步解释（不严格的证明）为什么迭代会使(G, R)收敛到(G*, R*)(全局

收敛， 而不是局部收敛)。 

要使(G, R)收敛到(G*, R*)(R*=G*), 我们需要横向改善——使(G, R)接近直线 R=G， 也需要

纵向改善——R 接近 R*。 

在 Right-step 中，(G, R)向右移动，使得(G, R)接近 R=G 直线(而不是 G 接近 G*)，实现横向

改善同时纵向不变。 

在 Left-step a 中，构成 P(yj|X)的 Q(X)变为 Q+1(X)，广义 KL 信息是 
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+1

-1

( ) ( | ))
( / | ) ( ) log [ ( ) *( | )]log 0

( ) ( ) ( | )
j j i ji

i i i j
i i ji j j i j

P y P xQ x
H Q Q P P x P x P x y

Q x P y P x




     
（

       (6.8) 

比较不同 yj时的广义 KL 信息的平均 
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   (6.9) 

可见 ΔRa 和 H(Q+1/Q||P)接近，所以也有 ΔRa>0, 即 P(X|Θ)比 P-1(X|Θ)更接近 P*(X|Y)。所以 Left-

step a 之后，R 更接近 R*，实现(G, R)纵向改善。这一步 G 也可能减小。如果减小， 那是因为

G 接近 R，从而也接近 G*。 



 

 

在 Left-step b 中，迭代求 P+1(Y)会使 H(PY||PY
+1)变为 0。R>R*时， RQ向 R 靠拢； R<R*时， 

RQ向 R 靠拢，所以在两种情况下，R 都更接近 R*。因为(G, R) 移到右边的 R(G)曲线上，更靠近

直线 R=G。 所以(G，R)离(G*，R*)更近。纵向和横向都得到改善。G 在第一个 Left-step b 中例

外——远离 G*。这可能是因为 Start-step 没有改善 Q(X)。对此例外需要进一步研究。 

综上所述，迭代会使(G, R)全局收敛于(G*, R*)。 

6.4 CM 算法和 EM 算法比较 

和已有的算法比，CM 算法和 EM 算法 为相似，比较两者可以加深我们对两者的理解。 

6.4.1 两种算法的差别 

在提出标准 EM 算法的 Dempaste， Laird 和 Rubin 的文章[8]和提供改进的收敛证明的 WU

的文章[18]中，混合模型的似然度被写成 logP(XN|Θ)≥L=Q-H，用上述语义信息方法叙述就是： 
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(6.10) 

如果把 Q 中 P(Y)或 P(Y|Θ)移到 H 中，Q 就变成-NH(X|Θ)， H 就变成-NRQ。不等式两边再加上

样本分布的 Shannon 熵 H(X), 那么就得到 H(Q||P) ≤RQ-G, 它类似于式(6.7). 容易证明 

Q=-NH(X,Y|Θ)=NG-NP(X)-NH(Y)     (6.11) 

其中 H(Y)=-∑j P+1(yj)logP(yj)是广义熵。  

E-M 算法中的 E-step 和 CM 算法中的 Left-step a 相同(见式(6.1))。 而 EM 算法中的 M-step

将 大化负的广义联合熵-H(X,Y|Θ)= G-H(X)-H(Y)(其中 H(Y)是广义熵)，也就是同时增大 G 并减

小 H(Y). 我们可以粗略地认为 M-step 是把 CM 算法中的 Left-step b 和 Right-step 合并成一步。即 

E-step of EM =Left-step a of CM 

M-step of EM≈Left-step b +Right-step of CM 

Neal 和 Hinton 的变种 EM 算法[19]用 F(PY, Θ)=-H(X,Y|Θ)+H(Y) (其中 H(Y)是 Shannon 熵而

不是广义熵) 取代-H(X,Y|Θ)作为优化的目标函数。F(PY, Θ)和 CM 方法中的 G=I(X; Θ)相似。但是

这一 EM 算法在 E-step 和 CM 算法中的 Left-step 不同，它仍然 大化 F(PY, Θ)，而 CM 算法在

left-step b 仅仅优化 P(Y)， 并不 大化 G. 比如在实例 2 中相反——在第一个 Right-step 之后 G

总是减小的。  

还有其它改进的 EM 算法[7, 20-24], 都具有某些优点。但是像 CM 算法这样，考虑 R 收敛到

R*和 R-G 收敛到 0，是没有的。   

6.4.2  EM 算法的收敛证明存在的问题 



 

 

标准 EM 算法在 M-step 同时做 Lefte-step b 和 Right-step. 而 Left-step b 和 Right-step 目的完

全不同。在有些情况下,使 G 接近 G*或 P(X|Y, Θ)接近 P*(X|Y)是不容易的。 比如在实例 2 中，

R*=G*比较小，G 在第一个 Right-step 之后应该是下降的。因为 G 只有下降才能接近 G*. 而对于

实例 1， H(Y)应该是上升的， 因为 H(Y)只有上升才能接近 H*(Y). 而 M-step 大化 Q 等于一律

要求 G 上升 H(Y)下降。如果 EM 算法中的 M-step 像 CM 算法中 Left-b 那样先优化 P(Y)，再优化

似然函数中的参数 Θ，那么它就和 CM 算法等价。 这也是为什么 EM 算法可以收敛的原因。 

根据[8][19]作者的证明，M-step 增加 Q，E-step 也不降低 Q。Byrne[18]已经指出, 这些作者

对“E-step 也不降低 Q”证明是有问题的。本文则得出结论：在 R>R*时, “E-step 也不降低 Q”

不利于收敛。实例 2 中真实的 Q*=-NH*(X,Y)=-6.031N。而第一次参数优化后，Q=-6.011N>Q*。

如果该证明对于实例 2 是真的，则不断 大化 Q 时，Q 将不会接近较小的 Q*。如果 E-step 降低

Q，则他们的收敛证明不能成立。 

Neal 和 Hinton 的变种 EM 算法[18]把优化 P(Y)从 M-step 移到 E-step，可以加快收敛速度。

但是作者肯定 F(PY, Θ)(类似于语义互信息 G)是一直上升的。这是有问题的。 对于实例 2，在 E-

step 大化 F(PY, Θ)不利于 G 接近 G*。 

EM 算法用到 Jensen 不等式， 使得 大化 logP(XN| ϴ) 变成 大化 L=Q-H。而 CM 算法没

有用到 Jensen’s 不等式. 原因是，CM 算法使用了样本分布 P(X)和子模型 θj (j=1, 2, …, n)，以及

语义信息测度，得到公式 H(Q||P)=RQ-G。在 Right-step 大化 G 等价于 小化 H(Q||P)。 

无论从理论是还是实际例子看，CM 算法都更加简单，收敛解释更加明了。但是其收敛证明

还需要改进，使得它在数学上更严格。 

6.4.3 收敛速度和模型应用 

 对于 n=2 的高斯混合模型，我们用不同真实参数测试 CM 算法达到收敛的迭代数。假设

H(Q||H)≤0.001 是迭代收敛，则收敛需要的迭代数是 5 的情况 多；少数情况下也收敛缓慢(在 R-

G 比 |G*-G|小很多时)，迭代超过 30 次；所需迭代次数的中位数估计在 5 和 10 之间。 

根据[18]，标准 EM 算法需要迭代 30 多次，改进的增量算法需要迭代大约 17 次。根据文献

[19]，标准 EM 算法需要迭代大约 18 次；改进的 Multi-Set EM 算法需要迭代大约 12 次。在[7]

中，作者比较了一种改进的 EM 算法和 Newton 算法，用某种距离标准衡量收敛；改进的 EM 算

法需要迭代平均 17 次，Newton 算法需要平均 7 次；但是两者需要的计算时间相近。 

看来 CM 算法较之标准 EM 算法收敛更快。但是要知道确切的迭代次数和耗时差别，我们

还需要用相同的真实参数和起始参数做运算比较。对少数难以收敛的情况，如果 CM 算法适当结

合各种改进 EM 算法的方法[18, 21-24]，比如优化初始参数的方法，这些情况下的收敛应能大大

加快。 

 CM 算法得到的模型可以用于信源 P(X)可变场合。 根据式(3.12)， 用 P(X)和优化的

P(X|θj)≈P*(X|yj)( j=1, 2, …, n), 可以得到真值函数 T(Aj|X)——它类似于 logistic 函数. 在 P(X)改变

时，我们可以通过语义贝叶斯推理(见式(2.4))得到似然函数。比如， X 表示身高，Y 表示性别. 首

先我们用来自普通人群的样本得到优化的似然函数 P(X|θ1)，然后我们可以得到真值函数模型

T(Aj|X)，并且可以把它用到身高分布 P(X)不同的人群， 比如中学生(平均身高应矮点)。给定性

别， 比如男性 y1, 我们就可以通过语义贝叶斯推理得到新的似然函数 P(X|θ1)=P(X)T(θ1|X)/T(θ1). 

然而， 在流行的似然方法中， 优化的模型不能用到信源 P(X)可变的场合。 



 

 

CM 算法可以用于决策(或分类)函数并继续使用 大似然准则。Left-step c 可以用于这一目

的。 而 CM 算法并不提供类似方法。 

因为 CM 算法使用样本分布而不是样本序列，它更适合较大样本场合。而 EM 算法使用样

本序列，适于较小样本场合。 

CM 算法基于一个新的语义信息理论，还有许多其它特点， 比如可以更方便地用于检验和

估计；可以用来解释自然语言进化, 如前面讨论。 

7．总结  

本文重新叙述了鲁晨光的语义信息测度，从而说明它就是平均 log 标准(normalized)似然度. 

本文揭示，通过语义信道和 Shannon 信道相互匹配和迭代（信道匹配算法或 CM 算法），我们可

以求解检验，估计和混合模型的 大互信息和 大似然度。迭代的收敛可以通过鲁氏 R(G)函数

得到直观解释和证明。文中提供了检验、估计和混合模型的几个例子。这些例子和理论分析显示，

和标准 EM 算法相比，CM 算法有更高效率，更清晰收敛理由，和更广的潜在应用。 

本文得到结论：信息论和似然方法更紧密结合对于解决检验、估计和混合模型难题是必要的。

结果也表明，通过鲁氏语义信息方法，结合两者是可行的。 
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ABSTRACT：It is very difficult to solve Maximum Mutual Information (MMI) or Maximum Likelihood 

(ML) for all possible Shannon Channels or uncertain rules of choosing hypotheses, so that we have to 

use iterative methods. According to the Semantic Mutual Information (SMI) and R(G) function proposed 

by Chenguang Lu (1993) (where R(G) is an extension of information rate distortion function R(D), and 

G is the lower limit of the SMI), we can obtain a new iterative algorithm of solving the MMI and ML for 

tests, estimations, and mixture models. The SMI is defined by the average log normalized likelihood. 

The likelihood function is produced from the truth function and the prior by the semantic Bayesian 

inference. A group of truth functions constitute a semantic channel. Letting the semantic channel and 



 

 

Shannon channel mutually match and iterate, we can obtain the Shannon channel that maximizes the 

Shannon mutual information and the average log likelihood. This iterative algorithm is called Channels’ 

Matching algorithm or the CM algorithm. The convergence can be intuitively explained and proved by 

the R(G) function. Several iterative examples for tests, estimations, and mixture models show that the 

computation of the CM algorithm is simple, and can be demonstrated in excel files. For most random 

examples, the numbers of iterations for convergence are close to 5. For mixture models, the CM 

algorithm is similar to the EM algorithm; however, the CM algorithm has better convergence and more 

potential applications in comparison with the standard EM algorithm. 

Keywords: Shannon channel; semantic channel; semantic information; likelihood; tests; estimations；mixture; 

EM algorithm 

 

 

 


